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CAPITULO X

INTEGRAL INDEFINIDA

§ 1. FUNCION PRIMITIVA E INTEGRAL INDEFINIDA

En el capitulo 111 hemos estudiado el prolklema siguiente: dada
una funcién F (1), hallar su derivada, es decir, la funcion [ (z) =
= L),

En el capitulo presente consideremos ¢l problema inverso: dada
una funcion f {x), es preciso hallar una funcion F (z) cuya derivada
sea igual a f (z), es decir,

£ (x) = [ ().

Definicion 1. Si en todas los puntos del segmenta la, b] se veri-
fica la ecuacifn

Fi(z) = [ (2)
la funcion F (x) se Nama primitive de la Iuncion [ () sobre este
segmento.
Ejemplo. IHallar una [uncidn primitiva do la funciin _f[:}=:.-§'1, De la

definicion de funcidn primitiva se deduce gue la fupncion F {I]:i‘-_— ¢s pri-

n ]
mitiva de la j{z), puesto que [-1';—) — z%,

Es facil ver que si la funcién dada f (z) tiene una funcién primi-
tiva, ésta no es la dnica. Asi, en el ejemplo citado como funciones

primitivas pedrian figurar las siguientes: F (z) = % -+ 1; Fz) =
2
el s 7, 0, en general F (r) = IT -+ ¢’ (dande ¢ es una constante

3
arbitraria) puesto que:
b -
a8
_.+£) =.E'2,,,
-
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Por otra parte se puede demostrar que las funciones del tipo ; +C

abarcan todas las funciones primitivas de la funcién z®. Esto se
deduce del teorema -siguiente.

Teorema: Si Fy(z) y F. (¥) son dos funciones primitivas de la
funcion f (z) sobre el segmento |a, b], su diferencia es una constante.

Demostracion, En virtud de la definicién de la funcién primitiva

tenemos:
PH#=Hﬂ}
| Fa(2)=£(2) @
para todo valor de z en el segmento [a, bl
Designemaos:
Fy () — Fy {I},z ¢ (z). (2)

Segin las igualdades (1), tenemos:
Fiz) = Fy@) =fla) —fx) =0

&
{P' {-1‘] — |F| {I} e F: {I‘]l‘ =0
para todo vaior de r en el segmento la, bl. Pero, de la igualdad
g  (z) = 0 se deduce que ¢ (r) es una constante.
En efecto, apliqguemos el teorema de Lagrange (véase § 2, cap. 1V)
a la funcién ¢ (x) que es, evidentemente, continua y derivable en

el segmento [a, b]. En virtud del teorema de Lagrange, para todo
z arbitrario del segmente la, b] tenemos:

P (x) — 9 (a) = (xr — a) ¢ (E),
donde
a<< § <<
Puesto que ¢ (£) = 0, entonces:

P (x) — @ (a) =0

¢ (z) = g (a). (3

Asi, la funcidn ¢ (z), en todo punto z del segmento la, b] conserva
el valor igual a ¢ (a), lo que quiere decir que esta funcidn es constan-
te en ¢l segmento la, b]. Designemos la constante ¢ (a) por C, de
las ipualdades (2) v (3) obtenemos:

Fy (x) — Fp () =.C.

Del teorema demostrado se deduce que si conocemos cualquier
funciéon primitiva F (z), de la funcidén [ (x) entonces toda otra funcion
primitiva de /(z) tiene la forma F () 4+ €, donde C = const

0
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Definicion 2. 51 F (1) es una funcion primitiva de f (x), la expre-
sion F (z) 4+ C se llama integral indefinida de la funcién f (z) y se
designa mediante el simbolo | f(a) dr. De tal modo, segin la
definicion:

§ f(a)de= F(2)+C,

si
F(x) = [ (2). :

En este caso, f (2) se llama integrande o funcidn bajo el signo de
integral; | (z) dz, elemento de integracién o la expresion bajo el signo
de integral y el simbolo §, signo de integral.

Asi, la integral indefinida representa una familia de funciones
Yy = F(ﬂ.':l + C.

El significado geométrico de la integral indefinida es un conjunto
(familia) de curvas, cade una de las cuales se obtiene mediante el
desplazamiento de una curva paralelamente a 8i misma hacia arriba
o hacia abajo, es decir, a lo largo del eje Q.

Naturalmente surge upa cuestion: ési toda f (z) tiene funciones
primitivas (y, por consiguniente, inlegral indefinida)? La respuesta
es negativa, Sin embargo, nolemos, por ahora sin demostracion,
que toda funcion f (z) continua en el segmento la, bl tiene una funrcidin
primitiva (y, por tanto, una integral indefinida).

En el capitulo presente vamos a estudiar los métodos que per-
miten determinar las funciones primitivas (v por consiguiente las
integrales indefinidas) de ciertas clases de funciones elementales,

El proceso que permite hallar la funcion primitiva de una fun-
cién f(z) se llama integracidn de la funcion f ().

Observemos lo siguiente: mientras que la derivada de una fun-
cidn elemental es siempre una funcién elemental, la primitiva de
una foncion elemental puede no expresarse mediante un nimero
finito de funciones elementales. Estudiemos mais detalladamente
este problema al final del presente capitulo.

De la definicién 2 se deduce:

1. La derivada de una integral indefinida es igual al integrando,
es decir, si F' (1) = [ (2), entonces

(§ f(z) dx) = (F (2) + €)' = { (). (4)

Esta Gltima igualdad significa que la derivada de una primitiva

cualguiera es igual al integrando.
2. La diferencial de una integral indefinida es igual al elemento

de integraciin
d(§ f (x) dz) = [ (x) dx. (5)

Esto se deduce de la férmula (4).
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3. La integral indefinida de la diferencial de una cierta funcién
es igual a la suma de esta funcién y de una constante arbitraria
[ dF ()= F(z) +C. )
Es ficil comprobar gue esta igualdad es vélida mediante la
derivacién (las diferenciales de ambos miembros de la igualdad
son iguales a dF (z)).

§ 2. TABLA DE INTEGRALES

Antes de proceder a la exposicién de los métodos de integracién
daremos una tabla de integrales de las funciones elementales.

La tabla de integrales se deduce inmediatamente de la defini-
cion 2 § 1, cap. X, v de la tabla de las derivadas (§ 15, cap. 11I).
(Es ficil comprobar que lasigualdades de la tabla son vilidas median
te la derivacion, es decir, se puede verificar que la derivada
del segundo miembro es igual al integrando).

+1
1. j:c“dr = :I:t-|-f + ! (a=s=—1). (Aqui y e¢n las férmulas

signientes € designa una constante arbitraria).

2. i—“:lul.—rl*kﬂ.
T
3. senzxdr= —cosx 4 C.
4. cosrdr =senx 4+ (.
: di
* Jeosts = tga+L.
: dx
. e i —cotgz 4 C.

lgrdr= — In|ecosz |+ C.

oo

cotgrdr—=In|senz| 4 C.

=~

4 e dr=1¢" 4+ (.
= =1 E'r L ]
10, a" dr =z 41 L
dz :
11. m=nr¢tgr+ti
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. dix 1 X
11. guz_._f-—n—&—arctgz—kc.

at+zx

a—x

dx 1
N e a

2" 2a

13, j._,.di_-znﬁ:amnr—k &.
V1 —a

Va* — 2 a
dx T
14. g——_—_-]nl;r-’-pf 2 2 C.
Vrzzl;-az ket

Observacion. En la tabla de las derivadas (§ 15, cap. 111} no
hay férmulas que correspondan a las 7, 8, 11°, 12, 13" y 14. Sin
embargo, es facil comprobar que estas férmulas son vilidas mediante
la derivacion.

En el caso de la féormula 7 tenemos:

) —8en
(— Injcasz|) = — —tgr,
COST

por tanto, Y tgrdr = — In |cosx | -+ C.

En el caso de la formula 8 tenemos:
N COsS.T

(In|senx|) = — coulg.r,

SN T

por tando, § cotg z=In |sen z | + C.
En caso de la formula 12 tenemos:

(E_IEI" zii)'=zlﬂllu|u-i--r|-—- Inja—=x|]=
A 1 1 }_ 1
=§E[a+z+a—.r Tghesat
por tanto,
dxr i a-t
e = = | C.
P i e

Notemos que la dltima férmula se deduce también de los resulta-
dos generales del § 9, cap. X.
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En el caso de la [ormula 14 tenemos:

unuwmu-=__1=(i+ 3 ) t

s+ VE+a\ VZxd! VZid
por tanto
j—‘f”—=1n|z+1f’x’ia“|+£:
Va + a*
; lEéSﬁ férmula también se deduce de los resultados generales
e 4

De la manera aniloga se verifican las formulas 11" ¥ 13°. Observe-
mos que estas formulas serin obtenidas en lo ulterior de las férmu-
las 11 y 13 (véaze § 4, ejemplos 3 v 4).

§ 3. ALGUNAS PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

Teorema 1. La integral indefinida de la suma algebraica de dos
o varias funciones es igual a la suma algebraica de sus integrales

@)+ fatx))de = f, () dx + § [2(2) dx. (1)

Para demostrar el teorema hallemos las derivadas del primero
y segundo miembros de esta igualdad (1). En virtud de la igualdad (4)
del pirrafo anterior hallamos:

(§U/ 4 (2)+ fa (2)] dz)' = [y (2)+ [ (2),

(§ i) da § fal@) de) = (§ [y (@ de) + (§ fo@) de) = [, (2) + fa ().

Asi, la derivada del primer miembro de la igualdad (1) es igual
a la derivada del segundo miembro, es decir, la derivada de cunal-
quier funcion primitiva del primer miembro es igual a la derivada
de una funcién arbitraria del segundo miembro. Por consiguiente,
seglin el teorema § 1 eap. X, toda funcién del primer miembro de
la igualdad (1) se diferencia de toda funcién del segundo miembro
de esta igualdad en un sumando constante. La igualdad (1) tiene
precisamente este significado.

Teorema 2. El factor constante se puede sacar fuera del signo de
la integral, es decir, si a = const, entonces:

jaf(x)dr=a § f () dx. (2)
Para demostrar la igualdad (2), derivemos ambos miembros:
(§ af (x) dz) = af (2),
(a§ f(o)dz) = a(] [(2) dr) = af (2)-
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Las derivadas de ambos miembros son iguales, por consiguiente,
lo mismo que en la igualdad (1), la diferencia de dos funciones cuales-
quiera, dispuestas a la derecha y a la izquierda, es una constante,
La ignaldad (2) tiene precisamente este significado.

Durante el cdlenlo de las integrales indefinidas es Gtil tener en
cuellltns‘tﬂs reglas siguientes.

-

\ 1(z)dz=F (@) +C.

enlonces:
§ 1(az) de =1 Flan) + . 3)

En efecto, derivando ambos miembros de la igualdad (3), obte-
nemos:

({70 dz) =1(aa),

(l Fi”}). L

a a a

Las derivadas de los dos miembros son iguales, lo que se trataba de
demostrar:

F (az) a = F (ar) = f (ax).

11. Si
S,f[.t}d:r:ff' () + C.
enlonces:
(fet+bde=F@+b+C. (%)
111. Si
S,fl_.z]d.r=F{x}+{.'.
enfonces:

{ faz+ &}dz:%f'{m+h}+€. (5)

Las igualdades (4) y (5) se demuestran mediante la derivacidn de
sus miembros.

Ejemplo 1.
S (203 —3senz+5 V7) de= S EI:'J-I—S d sen x dr S 5Vrdre
t

-

. o 2341 4
e S rldx—ﬂgnnn;rd: 4 55 d“=2:5—-ﬁ —3(—cosz)+
3+

22
+3

< g

40 = -,:-.-:-+:+ ms:+-%-]4.t'|,f}+l?.
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Ejemplo 2,
S( .3 ]d::ESr_id:+-Sx"§dx+
v V
1 i b
b — =1 -5+ 741
- 3 2 A
AL e e e U
BNE e V= V00 o,
-2—].-' —I'V'Eb"i: ﬁ—l—ﬂ
Ejemplo 3
S o tajelalie
x4 - )
Ejemplo 4
gms?:dmr-,;-ﬁm 1=,
L3
Ejemplo 5

S sen (2r — 6) dr —% cos (2r —6) + C.

§ 4. INTEGHACION POR CAMBIO DE YARIABLE
O POR SUSTITUCION

Supongamos que es preciso hallar la integral
§ (@) dx,

pero, no podemos elegir inmediatamente la funcién primitiva para
f (), nungue sabemos que ésta existe,
Healicemos el cambio de variable en el elemento de integracion,

haciendo
z = q (1), (1)

donde, @ (f) s una funcion conlinua, lo mismo que su derivada,
y tiene una funcién inversa. Entonces dx = g¢' ({) df; demostremos
(que en este caso se verifica la siguiente igualdad:

§fla)de=§ flo0] ¢ () dt. (2)

Aqui se sobreentiende que la variable ¢ serd sustituida después
de la integracion del segundo miembro de la igualdad, por su expre-
gion en foncidn de =z, en virtud de la igualdad (1).

Para determinar que las expresiones en los dos miembros son
iguales, en el sentido indicado, es preciso demostrar que sus deriva-
das respecto a xsoniguales, Hallemos la derivada del primer miembro:

(§ f(x) ) = ().
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Derivemos el segundo miembro de la igualdad (2), respecto
a r, como funcién compuesta en la que ¢ es un argumento intermedio.

La igualdad (1) expresa la dependencia que tiene ¢ de x, aiendngm
e ‘P'.' (t); segin la regla de derivacidén de una funcién inversa:
dt i

T

de g ()

De tal manera tenemos:

(S flo(o]e O dc); - (5 1o 0] ¢ d:);—:— -

— e O () —— = fl9 (D] = 1 (2)-
¢

Por consiguiente, las derivadas respecto a z de los dos miembros
de la igualdad (2) son iguales, lo que se trataba de demostrar.

Hay que elegir la funcién z = ¢ ({) de modo gue se pueda caleular
la integral indefinida que figura en el segundo miembro de la
igualdad (2).

Observacién. A veces es preferible elegir la sustituciin de la
variable en la forma t = ¢ (z) y no en z = ¢ ().
Ilustrémoslo con un ejemplo. Supongamos que es preciso cal-
cular la integral

W (2) dr
P2
Es conveniente poner:
y(z) =1t
entonces:
Vv (z) dz = dit,
Y (x) dx di ! )
S e _S - In|t|4+C=lIn|$(x)]|+C.

Demos algunos ejemplos de integracién por cambio de variables.
Ejemplo {. | Vsenzcoszdr=? Hagamos la sustitucién ¢=senws,

entonces; di —cos r dr, y, por lanto,

S'Vﬁn—: cns.rd:=s Vidi= S ¢l d:=?i;+£:.§_mu'":+ﬂ.
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1-"1";:_? Sem t(—1--2% enlonces di=2rdr, vy,

Ejemplo 2, S

zdr = S dt 1 :+r__linu+z!H c.

| +at
iar
Ejemplo 3. e o .—,:‘3 . Bea I-- — , entonces: dr=adt,
6
dr i a di i dt i
Sﬂ_f"—-ﬂ?’“q_ls iia ..FS—-E——- arctg f = C = —-nrl.tgw—hi-f
Ejemplo 4. S _1 S . Sea {—=—; entonces:
e ey
de = adt,
S L ——-E- S —1,'.&_ = S _L“-_-—-—Elrcﬁlmt—l—[.' =Ltrcam1-'t- S
Yai—z2 e Jd y¥i—82 o Yi—a o

{80 supone gquoe a > 0).
En los ejemplos 3 v 4 hemos oblenido las farmulas 117 y 137 de la
tabla de integrales (viase § 2). 9

Ejemplo 5. \ {In I}’g;'--:?. Sea t - In r entonces df t-‘i{ S (Inx)? —-—:=
i 1
— & — = = — =
_S:dr T HC=7 (uaytic.

Ejemplo 6. S %‘L 1. Sea f=x% entoneces di - Lrds,

rdr 1 i 1 . 1 % i
rl:_.r" ?f .‘ITH_E“W'EI-J.[ =5 arclg = -0,

La integracién por sustitucion de variables ¢s uno de los métodos
mis importantes del cilenlo de las integrales indeflinidas. [ncluso
cuando utilizamos algdn  otro método  [recuenlemente, estamos
obligados a recarrir en las operaciones intermedias al método de
sustitucién de variables. El éxito de la integracion depende en
grado considerable de la habilidad para elegir la sustitucion adecuada
de variables. Esto simplifica la integral dada. Por eso, el estudio
de los métodos de integracion se reduce, en su esencia, a la determi-
nacion de la conveniente sustitucion de variables para uno u otro
elemento de integracion. Al estudio de los métodos mencionados se
dedica la mayor parte del capitulo presente.

g 5. INTEGRALES DE CIERTAS FUNCIONES
QUE CONTIENEN UN TRINOMIO CUADRAIM}

1. Caleular la integral

i —E &
T larrybetc
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Transformemos, previamente, en forma de una suma o una diferen-
cia de los cuadrados el trinomio en el denominador,

4tz+bx+¢=ai:2+%:+—5}=
=m;f+2%1+(b)*“£_(%)]=
mof (e ) + (- )] el (4 2) +4)

donde esté designado:

El signo emass o ¢menos» se toma segin sea positiva o negativa la
expresiéon del primer miembro, es decir, segin sean complejas
o reales las raices del trinomio ax® -+ bz 4 ¢. De este modo, la
integral I, toma la forma:

h=g dr =i§ -
R (0 iy
2a

Cambiemos la variable en la iltima integral:
b .
x + E_E j— ¥ d."ﬂ e— JI-
(btenemos
1
I — — —_——— ey
; ﬂ.‘ N

Estas son las integrales 11’ y 12 de la tabla.
Ejemplo 1. Calcular la integral

dz
e
Soluecidn.

I=’S dr —-4 S dz I S dx
2291 Bx20 2 ) A4dz 410 Al Al i0—a

=l s dx
2 9 (z4-22486"
Sostituimos la variable x4 2=1¢, dr=d!, y, poniéndola en la expresidn en
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consideracion, oblenemos la fntegral de la tabla;

1 dt 1
IJ-S!’-I“ ‘:ﬁnrﬂg'\f——lc

Sustituyendo ¢ por su expresién en [uncién de z; en delinitiva oblenemos:

1 :-]-..!
tg ——-- (.
i' 1)‘(11 Hrn E 1

11. Caleular una integral de la I:'nrrna mis general

L._E AT+ 8 4
ar 4 br+ ¢

Transformemos el integrando en la forma siguiente:

A g gy (H— ‘”‘]

’ D "
fE:S :l.;r - A -:f:r:S 2a 1 2 B
ax" -+ bx ¢ ar” 4 bx ¢

Respresentemos la dltima integral en forma de una suma de dos
integrales. Sacando fos factores constantes fuera del signo de la
integral, obtenemos:

[ = A S 2ar <4 b dr+(3_:’lh)5 dax
' 2a J) ar® 4 br 4 - 2a ar*4-br 4 ¢

¥

La dltima es la integral I, que ya sabemos calenlar. En la integral
primera realicemos el cambio de variable;

az® 4 bx 4 ¢ = (, (Zaz + b)dx =

Por consiguiente,

(Z2ax 4 b) dr Sd: I 3
. e Voo ik C=In|lar 4 bz4e|C
Saf—kbx-i—f ¢ el PRI

Fn definitiva oblenemos;

f::l:—l-ln|ﬁ:.r;“+.‘r:+c|—|— (B-—- %]L-

&l

Ejemplo 2. Calcular la integral

-3
’=Sm‘"
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Apliguemos ¢l procedimiento mencionado:

i S r-+3 __S %{hml}+(3+%3) s

=5 -2z —5

1 ¢ iZz—2)ds _de 1
_,—E'S :I_zr_a-i‘i SI“-—%—E- E||;|,|;[-5|.._.h_.r:.|l__|

_dr ey an e Lo B—(z—1)
+4SF_"”,_E > In |2t —2s 5|+4vﬁ1n‘1i__vﬁ+[:_”|+g‘
111. Caleular la integral

5 dx -
Vaz® 4 bz + c
Utilizando las transformaciones estudiadas en el punto I, se puede

reducir la integral (segiin sea el signo de a) a una de las integrales
de la tabla:

dt
S_—“—— para a >0 6 '[_d__l____ para a<_{),
Ve + & Ve —o*

Estos dos integrales figuran en la tabla (véase las formulas 13" y 14).
1V. La integral

dr

5 A:r—]—_B
V&IP'—J—FI_—I—E

se calcula con ayuda de las sigunientes transformaciones anilogas
a las estudiadas en el punto Il:

A ' Ab
- fh:g“z‘-?‘mﬂ*'[”‘ﬂ)dx_
Vaz* 4 bx+ ¢ Vaz* + bz + ¢
="‘S a3+ & dr+(H—ﬂ)S = e
2a J Vaz* 4+ bz + ¢ 2a ) J Var* +bz+¢

Realizando en la primera integral la sustitucion
ar* + bz + ¢ = ¢, (2ax + b)) dx = di,

obtenemos;
(2az + b) dzx g dt 2Vt
5 Ve + bz +¢ Vit i

La segunda integral ha sido examinada en el punto IIT del pirrafo
presente.
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Ejemplo 3.
5 ..
S e dig = S 2 ! e +'{3—-'— .. dx ==
J | rE 4z 10 Vet 4410
5 2r4-4 dr
2 SV:‘J+4=-+I'D S Viz4-2)" 46
=5 VAT W0 —Th|s+ 24 VEFIPFO|4+C=
— 5 VA F10—Tln| 2+ 24 Vi iz 10| +-C.

§ 6. INTEGRACION POR PARTES

Si u vy rson dos funciones derivables de z, entonces como sabemos,
la diferencial del producto uw es:

d (uv) = uwdv + pdu.
De aqui, integrando, oblenemos:

uo= [ ude4 [ vdu

fudv=uv— | vdu (1)
Eista es fa formula de integracion por parles. lista [ormula se usa
frecuentemente parda integrar las expresiones qué pueden ser repre-
sentadas en forma de un producto de dos factores, u y du, de tal
manera que la bisqueda de la funcién v, a partir de su diferencial do,
y el cileulo de la integral | v du, constituyan en conjunto un pro-
blema mas simple que el calenlo directo de la integral) u do,

Para descomponer el elemento de integracion dado en dos facto-
res 4y de se necesita cierta experiencia que se adquiere resolviendo
problemas, Demos algunos ejemplos para demostrar el procedimiento
en casos semejantes,

Ejemplo 1. | ssenzdr =7 Sea:

W=, de=senzrdr
vntonees,
du-=ex, @ =-—co8x:
Vor consiguienie, Ersan rdr=—zxe08 x4 5 co3rdr—= —r ok r-tson x40,

Ohservacion, Cuando determinamos la funcién » a partir de su
diferencial dv, se puede tomar cualquiera constante arbitraria,
puesto que ésta no figura en el resultado final (lo que es facil veri-
ficar sustituyendo v en la igualdad (1) por la expresién v + C).
Por eso es preferible elegir esta constante igual a cero,

TR H



386 I'ntegral indefinida

El método de integracion por partes se utiliza en muchos casos.
Asi, por ejemplo, las integrales del tipo

2" sen oz dx § 2" cosazdz,
§{ 2" e dr, | 2" lnzdz,

coma también otras que contienen funciones trigonométricas inver-
sas, se calculan, usando la integracidn por partes,

Ejempio 2. Hallar: | arctgz dr. Sea u- arctgr, de=dsr, entonces:

dz
T A
Por consigutente,

=X,

du

xdzx
a2
Ejemplo 3. Hallar: 5 he* dr. Hea uw o-s% du=e* dz, entunces:
du=2xdr, v=2%
{ #%e*dr = gle?—2 { e dx,
fntegrando por partes la altima integral,
My =T, duy = dz,
dvy=e¢*dz, vye=r*,

1
S nretgrdr—zarctgr— S =z melgsr—— In |} -Lz®] 4t

Entonces:
5 ze* dz= ”1-5 et dr=re*—e*-| .

En definitiva tencmos:
[ 22e% de = 21e¥ —2 (2% — %) . C = 22X — 2re® | 2% | € =% (22— x| 2) 1€,

Ejemplo 4. Caleular: E (z®4-Tz— ) cos 2r dz, Haciendo u=2zx2 Tz —05;
dv=cos 2r dr;, enlonces:
sen 2r

E 1

S {2+ T&-— 5} eos 2x dr = (-} Tze—5) —E.ldi— i (2x-- 7} -um L

dus= (224 T) dr, v=

i,

Apliquemos el método de integracion por partes a la dltima |nwgm! tenien-

2 -7

do en cuenta que uwy= -——, doy=sen 2r dx; enlonees:

cis E.r
du-‘ -_I'I.:',. ll',== — l:-‘

-ril-
Sh.q.'rm 2 dit e f-'.f(_c.us :) S(__nnsﬂr) o

_{2::—]—1il:nﬁ2:+ smldz_!_a
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De donde [inalmente oblenemos:

1.] ﬂ’
S (23 + 72 —5) cos 2x dr = (23| Tr—5) 5= o (2e47) "“:'-"—’““zzﬂ-f.
Ejemplo 5, 1= [ Va%—a%dz=?
Efectuemos las transformaciones idénticas. Multipliguemos v dividamos

el integrando por \/a¥®—2?

ﬂ‘—rld:=s--—"'-"=d1=—ﬂi ——._..—-_5 T
S ¥ Va2—z2 Vat—x2 Var—=2
rdzr

X
-nﬂnrmn——Sx )

Apliquemos a esta integral el método de integracién por partes, poniendo
=1, du=dsr,

T S
di - ——— , e — [ at—3t,
a2 —
Entonces:
R dx rdxr e T 2 i
—_—— e —— R nﬂ__zﬂ_}_b ot —zl gy,
Vﬂi —x2 -Vas-_ +2 V 1".

Sustituyendo el Gltimo resultado en la expresidn de la integral dada obtenida
anled, lenemos:

i o — : = e m o —
S Vat—ztde —atarcsen I—I-—'r-:l: Vn‘-—:?-—-s ".,-"‘at-—:'# dax.

Trastademos la integral de la derecha a la izquierda, y levando a eabo
lag transformaciones elementales, oblenemos en definitiva:

et a
S Vat—ztdr - :._-!H arcsen %-Jf—% Vqlu-:ti.i. .
Ejemple 6. Hallar las integrales
Iy= E e Xposbrdr y la= j e"* sen bx dx.

Aplicando el método de integracidn por partes a la primera integral,
oblenemos:

== 0%, du = aelx,

dir == cos bx dx, u——.-%a sen bx,

S 8% cog by dy = -% 1% mom e — -E— S e%* apn br dx.

Apliquemos de nuevo a la dltima integral el método de integracién por
partes:

o g3 du = ge?*,

dr=pggp brdsr, v== —% co3 bz,

g £9% zon bx dr = —% t’"ﬂ-ﬂsbl‘-i*%s &% ¢cog br dr.
-
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Introduciendo la expresion obtenida en la igualdad anterior, obtenemos:

1 a a*
S % cos bx dx = Te“ﬂnn b i-F'e“x L‘-'rﬁhI-——[’i S e"* cos br dr.

e la ullima jgualdad hallemes I
a i e di ot k24 i i o
'+ﬁ Su cihrdez=e (T.ﬁen re - -m—ﬂs = i

de donde
el wen bra ool
I:J"E' I [J':

h= S e"* cos b dr =

4l
L

Del mode aniloge Lhallamos:

e (g son hr—beos bx)

L
@ b2 1

fa = S e’ sen b dx =

§ 7. FRACCIONES RACIONALES.
FRACCIONES RACIONALES ELEMENTALES Y SU INTEGRACION

Como veremog mas abajo, no toda integral de una funcion elemen-
tal se resuelve mediante las funciones elementales. Por eso tiene
gran importancia la definicion de ciertas clases de funciones, cuyas
integrales pueden ser expresadas mediante las funciones elementales.
La mds simple de estas clases es la clase de [as funciones racionales.

Toda funcién racional puede ser representada en la forma de
una fraceifin racional, es decir, come la razén de dos polinemios:

Q (z) :H.,z“‘+.'3,£“"+ vii 4B
flr) A"+ A4 L A,

Sin limitar la generalidad del razonamiento, suponigamos que
estos polinomins no tienen raices comunes,

5i el prado del pumerador es inferior al del denominador, la
fraccion se Hama propia; en el caso contrario, la fracecion se llamara
impropia.

Si la fraceion es impropia, al dividir el numerador por el deno-
minador (segiun la regla de division de los polinomios) se puede
representar la fraccion dada como la suma de un polinomio v de una
fraccién propia:

() (x) Fz)
i g B il 2 58
TR ITE

donde, M (z) es un polinomio, }T—% es una fraccion propia.

una fraceién racional impropia.

-3

Ejemplo 1. Sea FAFETI
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Al dividir el numerador por el denominador (segin la regla de division
de los polinomios), obtenemos:

v — 39— 2z} 1_&._.
PR R B PR i

La integracién de los polinomios no ofrece dificultades. Por
eso, la difieultad fundamental de la integracion de fracciones racio-

nales consiste en la integracitn de las fracciones racionales propias.
Definicion: Las fracciones racionales propias del tipo:

A
I. - .
= A
11, —— (k es un ndmero entero positive == 2).
T — il
S [ L SR ) - . H
111. -.1_-'5:‘—' 't (Ias raices del denominador son complejas, es decir,
- -;-r =

“—_’ —-r,r*:._'U) .

IV, - e o (k es un nimero entern positive > 2, las

{£% | pr L gt

raices del denominddor son complejas),

se llaman fraceiones simples del tipo I, I1, 1T, I'V, respectivamente.

En el § 8 demostraremos que cada fraccidn racional puede ser
representada en forma de una suma de fracciones simples. Por eso,
estudiemos al principio las integrales de las fracciones simples.

La integracion de las fracciones simples del tipo I, I, Il no
ofrece grandes dificultades, por eso efectuaremos su integracidn
sin dar explicaciones detalladas,

I. 5 2 dr=AIn|lr—a|+C.

B =il
. S.._.t"_mu_—agu_ur*d:=
(z — a)"
B {I_'ﬂj-h-l--l . A 57
Sy e T
A
itzx+m+( _ A7)
S Az -+ B g 2 27 e
1) O (. 5 di —
T+ px -+ '+ px 41

=i§ 2"".31_51+(HEA_P)5&L=
g ' 2/ tprtg
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A . dz
- 'nlz“—+pr+q1+(ﬂ—“’;)5 . N
(=+5) +(*—?)
. ]
=i|n|:r2—]—p.r -f-q|+-u arelg g-i—ﬂ{vﬁﬂﬂ § 5).
- Vg —p* Vidg —p’

La integracién de las fracciones simples del tipo IV requiere
célenlos mis complicados. Supongamoes que debemos calcular una
integral de este tipo.

Az + B
]v‘- 5
(@ + px 4 )"

Hagamos las transformaciones:

A ; Aip)

— (2 S W g e, A2

S Az 4 b d_Sz': 4r"t:']'"l( 2
(#* + pz -+ g)' («* + px +g)’

dz —

=i5 2+p (H_.qp)g dx i
2 )@@ +pe+ot N 2 (@* 4 px +q)*

La primera integral se halla por sustitucion z* 4+ pr + g9 = ;
{2z 4 p) dz = dt:

2z 4 p 5 dt 5 . " . ;
dr= | —=\|\t "di= =
.‘[:c“+px+q]“ g 1—-k+

1
— I
(1 — &)@+ pr "
Escribamos la segunda integral designada por [, en la forma:
dx

- a1
Iy (" + pz +q)" 5[(¢+%)2+(9”P)T

4

_S_f“-_.
R
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haciendo
F= -
.‘,t-l-n——-n'. iI—‘a—d.t q'—"""i—_"‘——m-

(segiin la hipdtesis, las rajices del denominador son complejas y, por
tanto, g—-; =>0). Ahora procedamos del modo siguiente:

;_Eu_&__i5<1‘+m‘i—t*d,_
Tl Eemy Tt m?

_J_S‘_J_m_lg__‘z___dt
T mr) Bt ) B+ md

Transformemos la Gliima integral:

S t* dt _5 ttdt
E+m)* ) E+my

=1§£df£"+m“]=_ t -{M( f )
2) @#4m 2 (k—1) (& + mit )

Integrando por partes, tepemos:

S cdt 1 {: 1 _S dt }
E+mhy*  2k—1DL (B4 mH (4 mH |

Sustituyendo esta expresién en la igualdad (1), obtenemos:

at 1 di
Bk B0 =%
" .{ (#* + mH" mﬂg (1% 4wy +

+_ 1 [ t _S dt ]_
m*2(k — H L (& + mPh (¢ 4-my** 1

B t 4 2k — 3 5 dt
2m (k—DE+m)*' O 2k —1) ) (L mP
En el segundo miembro se encuentra la integral del mismo tipo

que [y, siendo el expouente del grado del denominador del integrando

menor en una unidad (k — 1); asi resulta que hemos expresado I,
en funcion de I, ;.

Aplicando sucesivamente este procedimiento obtenemos la
integral conocida:

di 1 ¢ ;
li=—m— |\ —— =—arnlg—4-L(,
l S 4 m* m B

m
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Sustituyendo abora ¢ y m por sus valores, obtenemos la expresidn
de la integral 1V, en [uncidn de x y nimeros dados 4, B, p, q.

Ejemplo 2.
l%i F2)nehented)

r—1
. m"’“ﬁ E
1 2r -2 x dx
~z§ wrarwt 2 mrETme
1 dr

t @
- A oA

Apliquemos a la altima integral |a sustitucién =41 =
{1242y — 12

S dx s dr _ i -3 it
(+2-F-2x+ 33"'__3 [z -1z 5 (12 22 -TE (12-4-2)2

I

=i, it el LA A T T
T (e E R, S ey

_r i accig 1 _jq L e
- Vi V2 ¢ & (Rt

Examinemos la altima integral:

S vz § -5 § v (w)

_ T ¢« 1@ dr f | rctet
o2zt }! B2 AL T o /o ¥ T

if]qull todavia no ponemaos una constante arbitraria, la eacr:b:romnu en el resultado
inal).

Par tanta,
dzx T =1 ] x4 i -4
S {==+zz~|-3}‘= ..! ]/a.l r-‘:lg—-—- 7 [—-m‘—:ﬁ '1-2 V.L:trflﬂ' .-1.-_—'_] .
o definitiva tenewmos:
e [ - [ NI LD
g FELErR T T I e & e He

§ 8. DESCOMPOSICION DE LA FRACCION BRACIONAL
EN FRACCIONES SIMPLES

Demostremos ahora que toda fraccion raciopal propia puede ser
descompuesta en la suma de fracciones simples,

Sea £1%) una fraccién racional propia.

jix)
Supongamos que los coeficientes de los polinomios que la inte-

gran son nimeros reales y la fraccion dada es irreducible (lo dltimo
significa que el numerador y el denominador no tienen raices comunes).
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Teorema 1. Sea ¥ — a una ralz miltiple de orden k del denomina-
dor, es decir, f(2) = (z —a)" [, (2), dﬂﬂdf f: (a) =0 (véase § 6,

cap. VI1). Entornces la fraccion propia dada J‘ i ] seput*ﬂ'c descomponer
en la suma de dos fracciones propias:
Fley 4 File)
[0 @—a* " (@—a" '@
donde A és una constanle, diferente de cero, y Fy 2‘1] es un polinomio
de grado inferior al grado del denominador (2 — a)*™! [y ().
Demostracion. Eseribamos la identidad

Fin 4 1 Fix) —Afi(x) (2)

flay  (w—a)"  (—a) fix)

(que se verifica para cualquicr A) vy definamos la constante 4 de
modo que el polinomio & (x) — Af; (x) sea divisible por x — a. En
virtud del teorema de Bezout, es necesario y suficiente que se veri-
fique la igualdad

(1)

JF {'I'IJ _— ..r":lft {ﬂ_} — 'D. -
Puesto que fy (a) 5= 0, F (a) 5= 0, ge puede definiy A de una manera
univoca por la igualdad

F(a)
fi(a)

A=

Para tal A4 tenemos:
F(z) — A}y (2) = (x — a) F, (x},
donde F,; (z) es un polinomio de grado inferior al del polinomio

(x—a)"' f; (z). Reduciendo la fraccidn en la férmula (2) por (z — a).
obtenemos la ignaldad (1).

Corolario. A la fraccidn racional propia
Fy(x)
r—a)* ' [, (x)

gue entra en la igualdad (1), se pueden aplicar razonamientos and-
logos. Asi, si el denominador tiene una raiz miltiple z = a de orden k,
ge puede escribir:

f.[.'ﬂ ._._._:'.q_,_. N __"qJ_._M__I, .+ Ay 4 an-ﬂ

flz) @—a @—a*t r—a filn)

donde -‘:‘% es una fraccidn propia irreducible a la cual se puede
i

aplicar el teorema recién demostrado, si f; (z) tiene olras raices
reales.
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Estudiemos ahora el caso en que el denominador tiene raices
complejas. Recordemos que las raices complejas del polinomio de
coeficientes reales estdin conjugadas en pares (véase § 8 cap. VII).

En la descomposicién del polinomio en factores reales, a cada
par de raices conjugadas corresponde una expresion de la forma
z* + pxr 4 ¢. Si las raices conjugadas son miiltiples de orden p

la expresién correspondiente serd (2* -+ pz + @)%

Teorema 2. Si f (r) = (4 + pxr 4 ¢)" ¢, (x), donde ¢l polinomio
@y (2) no es divisible por z* + pr -\ q, la fraccién racional propia
F (z)

T@ puede ser representada por la suma de dos fracciones propias

Fx)  Mz4N _ @y (2)

i) E+prtq"  E4+pr+9" edla)
donde @, (z) es un polinomio de grado inferior al del polinomio
(r* + pz + "' g (2).

Demostracién: Escribamos la identidad
Fiz) _ F (x) _ Mz4N
flo) @ +prd9 g (& +prta)

F(z) — (Mz 4 N) g (2)
(@ + px +q)" ¢ (2)

que se verifica para todo M y N y definamos M y N de modo que el
polinomio F (r) — (Mxz + N) g, (x) se divida por 2* + px + g. Para
esto es necesario y suficiente que la ecuacién

Flr) —(Mz +N) g (2) =0
tenga las mismas raices a« 4 if que el polinomio

(3)

~F (4)

2+ pz+ 1.
Por tanto,
: F (@ if) — [M (& -+ if) + N] @y (= + if) =0
F (e -+ i)
M i N= .
e = @t )
Peru.%ﬂ%—%— ps un nimero complejo determinado que se puede

escribir en la forma K + il; donde K y L son niimeros reales, Asf,
M(a+ ip) + N =K + iL;
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de donde Ma + N = K, Mf = L
0
I—r Hﬂ——La
M=_| N=
4 i

Siendo estos los valores de los coeficientes M y N, el polinomio
F (x) — (Mz 4 N) ¢ (&) tiene el ndmero a - if por raiz, v, por
tanto, la raiz conjugada a — if. Pero, en este caso, el polinomio
es divisible sin resto por las diferencias z — (a - ip) y x — (@—ip), v,
I6gicamente, por sn producto, es decir, por 2* - pz + q.
Designando el cocienle de esta division por @, {z), obtenemos;:
F(x) — (Mx - N) g () = (2 -+ px -+ q) Dy (2).
Simplificando por #* + pr g la (ltima fraccién en la igual-
dad (4), obtenemos la igualdad (3), quedindose claro que @, ()
es un polinomio de grado inferior al del denominador, lo que se
trataba de demaostrar,
Aplicando los resultados de los teoremas 1 v 2 a la fraccidén
propia %, podemos destacar sucesivamenle todas las fracciones

simples, correspondientes a todas las raices del denominador f (z).
Asi. de lo anterior se deduce el siguiente resultado:

St fly=(@@—a)"@—b" ... & 4pet+ag* ... 4+ Iz 49"

la fraceidn ;ﬁ:; puede ser descompuesta de la manera siguionie;
Fz) A A, Ay \

—— — —[-, ST a _|
f() (—a)* (@—a™' ) T—a

h TR, {f' camin | & ﬂ 1 -
+I:.l.'. - hi':l {.r by =+ o I —-{

; Mz + N 0 11"1“.’-" -+ .*'a:! - .fH,L_t.T == Jﬁ'l'.“_! :.J}
TP pr )t @ fpr gt &4 pr g
g tm @ | By Vet Qi
i L R S R S i N

Se puede delerminar los coeficientes 4, A,, ..., B, By, ...
teniendo en cuenta las consideraciones siguientes. La igualdad ()
es una identidad, por consiguiente, al reducir estas fracciones a un
comin denominador obtenemos en los numeradores del primero
y segundo miembros polinomios idénticos. Igualando los coeficien-
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tes de los Lérminos que tienen las mismas potencias de z, obtenemos
un sistema de ecuaciones para determinar los coeficientes incog-
nitos A‘I 1"11.. LR ] E! HH LR

También podemos determinar estos coeficientes, teniendo en
cuenta la observacién siguiente: los polinomios obtenidos en ambos
miembros de la igualdad, después de la reduccion de las fracciones
al comiin denominador, deben ser idénticamente iguales; por consi-
guiente, los valores de estos polinomios son iguales para eada
valor particular de . Dando a r valores particulares, obtenemos las
ecuaciones necesarias para la determinacion de los coeficientes.

De este mode demostramos que toda fraceidn racional propin
puede ser representada en la forma de una suma de las [racciones
racionales simples.

=

=
i =
Ejemplo. Descomponer la fraceion G
. T
En virtud de la fdrmula (5) tenemos:
z? 4.2 A Ay e | i
TR E) R P | R Ly R
Reduciendo a un  comun denominador o igoslands los numeradores
obtenemos:

= Az—D b Az F D e —2) 2 dala 1P (27 Blx41)3, ()

r =7 en fracciones simples.

T D= (Aa | B) ¥4 (A 4 BB 2P (A — Ay — 3y L3R 2
L —2A—24 — 2z B
lgualando los coeficientes de 23, 22, 2!, 2% (téermino absolute), cbtencmos
un sistema de ecuaciones para determinar lox coelicientos:
0= Az B,
| =Ay438,
O=A—A— 34+ 305,
Qam — 24— — 2 A5 4 B
Resalviendo este sistema, tenemos:
A=—1: .‘l|=%-: Ay = —i'. I3 -
Se¢ puede, también, determinar algunos cooficientes a partir de lss ecua-

ciones que se obtienen de la igvaldad (6), quo es identidad respecto a z, cuando
a la variable =z se dan ciertos valores particulares,

Pues, haciendo z= —1, tenemos 3 - —34 6 4=—1;
bl |
haciendo z=2, tenemos G- 2780; If=%+

Si adjuntamos a estas dos ecuaciones otras dos oblenidas mediante la iguala-
cifin de los coeficientes de las mismas potencias de z, obtencmos cuatro ecuaciones
determinar cuatro coeficientes desconocidos.
En definitiva, tenemos una descamposicion:
it -
EFPE—2 EFF TIEEE ) 8=
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§ 9. INTEGRACION DE LAS FRACCIONES RACIONALES

Supongamos que hace falta calcular la integral de la fraccién
| 9(@)
(x)

, ¢s decir, la integral

5 0 4.
/@)

Si la fraccion dada es impropia, la repraaantami? como suma
: . -

de un polinomio M (x) y una fracein racional propia %I; (véase 7).
Pero [raccion %%} la representamos en la forma de una suma de
fracciones simples (segin la fdrmula (5) § 8). De tal modo, la integra-
cion de toda la fraceion racional consiste fundamentalmente en la
integracion de un polinomio y de varias fracciones simples. De los
resultados ohtenidos en el § 8 se deduce que las raices del denomi-
nador f (£} determinan la forma de las fraceiones simples. Son posi-
bles los sigunientes casos:

raciona

Caso 1. Las raices del denominador son reales y diferenies, es

decir,
fla) = (xr —a) (x — 1) ... (x—d).
En este caso la fraccion th]} se descompone en las fracciones

simples del tipo 1:

Fi{z) A H D
L= — S it
{ (&) Ir—a .'t.'—h—]_ T —d
v luego
Si--trlitzg-ii—-—d.r-l—g g de 4 ... -[—j. 2 dr =
i () r-—a r—0 r—id

=Aln|jz—a|4+Bln|lz—0|+ ... +DInjx—d|4C.

Caso 11, Las rafces del denominador son reales, pero, algunas
raices son multiples:

fR)=(x—az—h' ... (r—d".
i este caso la fraceidn if{-?%} se descompone en fracciones simples

del tipo I ¥y 11.
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Ejemplo 1. (véase ¢l cjemplo en el § & cap. X).

:l-] 2 S dx 1 ir
(x- -i]’f,l—i}l [I-|-—!]"+3 S fzt12 El :+]
= dr | 1 i &
"'Fs r—2 2 [r 1]=_H{r+i]"ﬁl"r:’ B+
2 - o Zx—y 4 r—23
b '.] Illlr: .,.I'E-f:— mlilll b TE-.

Caso 1I1. EI denominador tiene raices complejas simples, es decir,
diferentes:

foy=("+pr4 ) (24 lr+58) ... (x—a)* ... (z—d)".

F(x)
f(x)

En este caso la fraccidn -
de los tipos [, 11 y I1L.

se descompone en fracciones simples

Ejemplo 2. Calcular la integral

S (=* 1-“!'1— 1} -

_ Descomponemos  la [raceion  bajo el siguo de integral en fracciones
simples (véase (5) § B, cap. X\

x A= B 0
o iE—10  2=4+1 T z—=1"

For consiguiente,
T=(Ar+ B)(x— 1) (22 + 1),

Hatiendo £ =1, tenemos: {==2C, € =

Iw-] -

*

Haciendo =1, tetnemos: = — B} 0, A= -1 ;

Igualando los coclicientes de =2, obtenemos 0= A4 €, de donde
i

A-'_'-"" -

2
Asi,
rdr i r—1 1 dr
S[:l—i—i_}[.r—l] —'FS:LH"“'E =1 =
_.__'_S e
= 2 :+ S;r'—i—i S:r-i

=—T1n|s=+1|+ ?lmtﬂ=+—2-ln|r—|]—|—£‘.
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Caso 1V. El denominador contiene también raices complejas
multiples:

fl)=(Z+pz+" (P +iz+35 ... (x—a)® ... (z—d"

En este caso las fracciones simples del tipo IV entran también
F (x)

f(z)”

en la descomposicioén de la fraceion

Ejemplo 3. Caleular la integral

Sz‘-|--&:=—|—I1:=J—12:-,'-E "
(x2-f 2z 3)2 (x4-1) '

Solucidn. Descompongamos la fraccidn en elementos simples:
28 L 431122 4122 8B Az 4R L S S F
T E AT ) (@R 8 (@@ Zetd zil
de donde
o} Sx¥ 4 {12V {224 B =
= (Az-}- B) (x4 1)+ (Cz - Dy («? |- 2z - 3} (x4 1) - B (2% - 22 -1 3)2,

Combinando los des melados dados para detoerminar los coeficienties,
hallamos:

A=1, B=—1, €=0, D=0, E-_{,

Da tal modo Lenemos:

xéf 423 4 1122412248 , z—1 dx
S @t rn o S{:‘H—Er_'Ta“}i*’” P

ik VE . x4, :
THRTY 2243 4 "'“tﬂ?i--.-lnir-f”_:-g

~ Enelejemplo 2, § 7, cap. X hemos caleulado la primera integral del segundo
miembro. La segunda integral puede ser caleulada directamente,

Del estudio realizado se deduce que la integral de cualquier
funcién racional puede ser expresada mediante funciones elementales
finitas, es decir:

’I'}'madi:mte los logaritmos, si las fracciones simples son del
tipo I;

2) mediante las funciones racionales, si las fracciones simples
son del tipo II;
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3) mediante los logaritmos y arcos tangentes, si las fracciones
simples son del tipo 11I;

4) mediante las funciones racionales y arcos tangemtes, si las
fracciones simples son del tipo IV,

§ 10. METODO DE OSTROGRADSKI

Para calcular la integral de una funcién racional, cuando el
denominador tiene las raices multiples, se puede utilizar otro método
mas simple. Este método permile destacar la parte racional de la
integral, sin descomponer la fraccidon en los elementos simples
e integrar después la fraccidn racional, cuyo denominador tiene
solamente raices simples, La integracion de tal fraccion no ofrece
ninguna dificultad, puesto que puede ser descompuesta en fracciones
simples de los tipos | y 111, Este método se debe al célebre malema-
tico ruso M. V. Ostrogradski (1801 —1862) y se basa en lo siguiente.

Supongamos que se necesita integrar una fraceion racional pro-

?‘ {[;:— , donde

pia
[(@) =(x — @ (@ — 8" ... @&+ pz+ )

En virtud de la igualdad (5) (§ 8) el caso se reduce a lu integracion
de las fracciones racionales propias de cuatro lipos (véase § 7).
En este casn:

- - ‘4 Lo
1) La integral de la fraccibn del tipo ——— —es una Traceion del

= it}
L

Lipp — |
e {.r—n.}”‘"

2) La integral de la fraceion ey ex una suma de frac-

(g2} pr "
ciones del tipo -Mﬂr s donde p* < n — 1. y de una inte-
(@ pta)
gral del tipo
5 N L~
'+ pzr+gq

Por ahora dejemos aparte la integracion de las fracciones de los
tipos 1 y 111

Al sumar las fracciones racionales obtenidas después de la inte-
gracién de las fracciones del tipo Il y IV, tenemaos la fraceion propia
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del hpu!? [{ 2’ en la que el polinomio @ (z) es igual a

Qlr=(z—a)" Hz—b0)"" ... B+ pz+q"" ...
oAt 4= de 8

¥ (&) es un polinomio cuyo grado es menor, en una nnidad, que
el del polinomio (.

Al sumar las integrales de lodas las fracciones del tipo 1 y I11,
(incluyendo también las integrales del tipo

5 N N i

T -]—p.r—|—q

obtenidas mediante la integracion de las Erm*-.'inut*a del tipo 1V)
obtenemos la integral de la fraccion propia del tipo A () donde el

Py’
polinomio P (x) es igual a

Plr)=(z—a)(z—0)... (" +pr4+q) ... (B + Ix+3)
Asi, encontremos que
Flx) Yz S X ()
= — - dur. (1)
5 ) 0w P (x)

Agui, X () es un polinomio cuyo grado e menor en upa unidad
que el del polinomio / (x).

Determinemos ahora los polinomios X (x) v ¥ (x) de los numera-
dores. Para esto derivemos ambos miembros de la igualdad (1):

F (x) @’}’ — Q'Y
i) [V

_|__._..

=

- fla Yy ) Q'Y fla) X
Flx) — - S p ZURR
() | 7 + B
Demostremos que la expresion del segundo miembro es un poli-

nomio. Notemos que f (r) = PQ y escribamos la igualdad (2) en la
forma:

(2)

Fl2)=PY — ’Jg}" + QX. (2)
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es un polinomio,

Queda demostrar que la expresién — P %Y

o que PQ’ es divisible por Q. Para esto observemos que

%:[in@fr-[{u—ﬂlnfz—ﬂ]—[—lﬂ——ﬂfnfi—ﬁi—F

e =@ +pz+d+ o v=DnE+lz+H =

a—1 . p—_1 (L —1) (2r 4+ p)
E:—a +:—b+.”+ 4 prtg ¥ i
— /
e {':,-'2 t)(2x 4 3
. 4 lx 45

El polinomic P sera el denominador comin de las fracciones
del segpundo miembro. El numerador serd un polinomio del grado
inferior al del de P, Designémoslo por T. De tal modo,

o_T
¢ P
Por consiguiente, la expresidn
P-—-{?-— ?=f"i}"= Ty
Q P
es un polinomio. La igualdad (2') tomara la forma:
F(z) = PY' — TY + QX. (3)

Comparando los coeficientes de iguales potencias de la variable
en la igualdad (3), obtenemos el sistema de ecuaciones, de donde
encontramos los coeficientes desconocidos de los polinomios X y Y.

Ejemplo. Calcular

? i
5 TIE'—_'I]Tdr.
Selueién. En esle casu:
flxy=(z— 13 (22424 1)2,
P (x) =(z—1) (334 x| 1) =23 —1,

Q(x)= =3i—1.
La igualdad (1) tiene la forma:
dz Az¥4-Bz4-C Ext L Fzrt
S 1P =3—1 + oy (4)

Derivando ambos miembros de la igualdad (4) tenemos:
___1 _ (28 — 1) (24z By —(Az2} Bx 4. £} 322 Exd 4 Fx |6
TSI 1 E B - v ===
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Eliminando el denominador, obtenemos:
{=(z2—1)(24z 4+ B) — (A2 Bz -+ C) 322 - (22— 1) (Ex2 - Fz 4-4).

Igualando los coeficientes de los términos con las mismas potencias de z en ambos
miembros de la igualdad, obtenemos un sistema de seis ecvaciones para deter-
minar los coelicientes A, B, C, E, F, G:

0=Ff,
== = - F,
= —2844,
0=30—E,
Q= —24—F,
- -B—G,
La solucidp de este sistema nos da:
Pel, 420, =0, fi= —:_:-f F=0, .‘:;=*._‘_i )
Sustituyendo los valores de los eoeficientes determinados en In igualdad (4),
obtenemos: . )

dr T: g' A i
S T ?:I_..._|| N g
El denominador de la ultima integral tiene salo raices simples ¥, por eso,
la integral se calenla facilmente. En definitiva;
5 2 4

s el
( dr —;“HR[ F+hﬁt'ﬁ]d:“
S 12— 31} " ) Lr—1 7 2tz '

“ 1 . —
1= RULESIES AU SRR IEES ST SR

§ 11. INTEGRALES DE LAS FUNCIONES IRRACIONALES

No siempre es posible expresar la integral de funcién irracional
mediante funciones elementales. En este pirrafo y en los posteriores
estudiaremog funciones irracionales, cuyas integrales se reducen,
mediante sustituciones de las variables correspondientes, a las
integrales de Iunciones racionales y se integran, por tanto, total-
mente,

m F
1. Examinemos la integral §} R(x, 2, ..., ") dz, donde R
es una funcion racional de sus argumentos®,

i r " r

—_

*) El simbolo 1 (x, =%, ..., #*) indica que con las magnitudes z, 2™, ..., =*
se ejecutan s6lo operaciones racionales.

Del mismo modo hay que entender en lo ulterior los simbolos del tipo
T
by .
i (:, [% z ) , Rz, Vazifbz+¢), R (senz, coszx), etc. Asi por
ejemplo, el simbolo R {sen r, cosz) indica ouve con senz y cos z se realizan
operaciones racionales,

Jhe
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. . . i r
Sea k el comin denominador de las [racciones P e T

Fjecutemos la sustitueion:
x =t da = kt"" " dt.

Entonees, cada potencia fraceionaria de r se puede expresar
mediante una polencia enlera de ¢ y, por consiguiente, ¢l integrando
se transformard en tuneion racional de 1 .

Ejemplo 1. Calenlar la integral

X
4 i

-

- 5 7] : : | 4 :
Solucion. Bl comin denominador de las [raceiones o | TL‘H 4, Por pso,

efectuemos la sustituecion r—=1, dr = 4% dt, entonces
[ i

I';'I.!I » g2 # L] i " )
. 4 li_'_“ T & S EgT il =4 3 (; .__‘i__l_l) de

1= (e A i i
. ] - gt e |/ prot S L .
4 S 2t —4 A ) il [ 3 3 FTHE LR B

! ]
= = =

%i.r“- nfx 1] ] 0.
Il. Examinemos la integral del tipo

m ¥,
H

[k

o (222" (2
" Ner4-d : i ex + d

* La integral se reduce a la de una funcidén racional por medio de
la sustitucion

ar b o
cr+d J
- - L - m r
donde, & es un denominador ¢omun de las fracciones e
r

Ejemplo 2. Calcular la integral
ey |
S _-—"1 CSiE. I,.dIl

F

Solucion. Efectuemos la sustitucion
rdd=t% r=10=4;
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dr =21 di; entonces:

SV{-I*_"I :=:£S ﬂi# dt=2 ?(Hg 4).&:— S.ﬂqssl‘ -

y Vzii— .zl
!
|+L 2 Va2 | Y2

=2¢t-+21n

.:1-.1

§ 12. INTEGRALKS DEL TIPO § R (»r, Vaz®|bx+o)dr
Examinemos la integral

\ Rz, Var® + bz + e) dz. (1)

Esta integral se reduce a la de una funcién racional de la nueva
variable mediante las siguientes sustituciones de Euler.
1. Primera sustitucién de Euwler. Si a = U, hacemos:

Vazr* + br4+ec=+ Var + t.
Para mayor precisién, tomemos el signo mas delante de | a. Entonges,
ar’ 4 bx + c=ar* + 2 Vaxt + £,

de donde x se define como una funeion racional de £

©—=t
b—32Val
(10 que quiere decir que dx también es una funcion racional de {),
por consiguiente:

- —.

HE - 2
Var'+ bx +e=Var4t=Va _rf_—-r._ 4t
b—2tVa

es decir, V ax® + bxr — ¢ es funcidn racional de £,
Puesto que ) ar® | br | e, x y dr se expresan mediante fun-

ciones racionales de {, por tanto, la integral dada (1) se transforma
en la integral de una funcion racional de 1.

Ejemplo 1. Calcular la integral

S dr
VaEre -
Solucion. Pucslo que agui - 1 >0, pongamos 324 Cm — x40

entonces:
Rl C—=z2—2x1-} 19,

1t
24

de donde

T =
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Por consiguienle,

14C
dr = TT dl,
x AL T |'=—"E' I":-F-ET
] i N Pt =LAy XY R UL el
VB C = =2+t 5 F b=
Retornando a la integral inicial, tenemos;
e L
dz 2y it Y
e ——— s ety TR L e LS 4 B o
SV:“..—“_H. (50 S i It +Cg=ln |24V C| 40,

21

{véase la [ormula 14 de la tobla de integrales).
2. Segunda sustitucion de Fuler. Si ¢ > 0, pongamos

Ve + bz + e=zt + Vo,

entonces:
ar’ 4 br 4+ c=2" 4 2t Ve +c.
(Para mayor precision hemos tomado el signo mis delante de la
raiz). De aqui z se define como fancion racional de f;
2Vet—b
= —,
a— ¢

Puesjo que dr ¥ } azf + bx + ¢ también se expresan mediante
funciones racionales de ¢, entonces sustituyendo los valores de

x, Vaz® + bx + ¢ y dz en laintegral { R (z, V ax® + bz + ¢ dz.
reducimos esta dltima a la integral de una funcion racional de t.

Ejemplo 2. Caleular la integeal

UV,
2 V1 x4 12

Solucién. Pongamos 1=+ 2=t 41, snlonces,

at—1 8 Ay 4-2

[T o

{trd-ai=ax22 4 2xi41; x= dt;

Vif=ztz =;1+j==%¥!; 1_F'm=m2:1tﬁ .

Sustituyendo las expresiones obtenidas en la inlegral inicial, encontra-
mos:

Q—VitzFah. S =200 )3 (1 — 493 (1 —12) (22— 2 L.
B Yitafar (=¥ (2 — 1) (B — 1) (1—13)3
2

Y P N | L T

) g



Integrales del Ijpo I R (z, ],.ﬂ‘rus‘—l- br - ¢) dx 407

B AR it O NS 8 A B Bl

- —; o
x o I—-V1+=+:‘+l &
(=i 3
< -“-I-:_:; 1) dinl2r-b2Vitzai41 140

3. Tercera sustitucion de Fuler. Supongamos que « y f son raices
reales del trinomio ax® < bz -+ . Pongamos:
Var® -+ bir 4 6= (& —a)t.
Siendo az® + br + ¢ = a (r — u) (x — P), tenemos:
Valr —a)(x —f)=(z —a)t,
alr —a)ler —f) =@ —a)r,
ale —f)=(r —a) .
De donde & se expresa como una funcién racional de ¢
afp — at®

a—t*

Puesto que dr v | axr® - bx + ¢ son también [unciones racio-
nales de f, la integral dada se transforma en la integral de la funcién

racional de ¢,

Observacion 1. La tercera sustitucion de Fuler es aplicable
no sélo cuando a < 0, sino también cnando @ = 0; la dnica condi-
cion es gue el polinomio ar® + bxr + ¢ tenga dos raices reales.

Ejemplo 3. Caleular la integral

-

d  Vrtpdr—4g

Solucion. Puesto que o2 Gr—4 = (2 L4} (27— 1), pongamos:
Vit F& E— D=tz 4 1.

Entonces: (r44) [r—1}=(z-4)% 28, 2— | = (x4} %,
g 108 A0
o1t _U-t‘l-" '

Vierne—n=[ g +i]e= s

Retgrnando 8 la integral inicial, tenemos:

dr 101 {1 — ) g‘ 2
- == de= s
S Vit da—4 S (T—aise “F— ) i—pdi=1n "" [4 =
i | l’l‘r J-——:I ;
i s r-f-‘-=1n| VEaFa+ Va1 |+c.

-r—’l/-t_: irr":-j -i—'b’lr—'l
=1
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Observacion 2. Notemos que para reducir la integral (1) a la
integral de una funcién racional es suficiente utilizar la primera
y la tercera sustituciones de Fuler. Examinemos el trinomio
ax? -+ bx 4 ¢. 8i b* — 4ac = (0, las raices del trinomio son reales vy,
por tanto, es aplicable la tercera sustitucién de Euler. Si §* — 4ac <
= 0, tenemos

ar 4 b 4= .*':E [(2ax <+ B + (4ac — &3]

v, por tante, el trinomio tiene el mismo signo que a. Para que
V ax® + br 4 ¢ sea veal, hace falta que el trinomio sea positivo y,
partiende de aqui, tiene que ser @ = (). En este caso se puede usar
la primera sustitucidn.

§ 13. INTEGRACION DE LOS RINOMIOGS DIFERENCIALES
La expresion de la forma
a™ (a 4+ b)Y dx,
en la que m, n, p, a, b son nimeros constantes se llama binomio
diferencial,
Teorema. La integral del binomio diferencial

{ 2™ (a + 62" dr,

puede reducirse, si m, n, p, son nimeros racionales, a la integral de una
funcion racional y, por consiguiente, puede erpresarse mediante funcio-
nes elementales en los tres casos siguientes:
1) p es un nimero entero (posilivo, negalivo o cero);
i
2} NE -+ |
"
m-+ 1
I

¢s un migmero entero (positivo, negalivo o cero};

3) + p es un nidmero enlero (positive, negativo o cero).

Demostracion. Transformemos la integral dada con ayuda de la
sustitucion :

Entonces:

mid
j.r"{a + bz™")F dz = 2 5: " a2 dz= %S 29 (a + bz)” dz, (1)
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donde

1. Sea p un niimero entero. Siendo ¢ un nimero racional, desig-

némoslo  por -£~. En este caso, la integral (1), tiene la forma:
[R(", 2)dz.
Hemos indicado en of § 11, cap, X, que una integral de este tipo
puede reducirse a una funcidén racional mediante la sustitucion
z =i

m 41 : =
2. Sea un namere enlero. Enlonces g — —— — 1 es

también un nimero entero, El nimero p es racional, p — — .

La integral (1) se reduce entonces, a una integral del tipo
A

\ B[z (a4 .’;z}T] dz.
Esta integral Tue estudiada en el § 11, cap. X. Se puede reducirla
a la integral de una funcién racional con ayuda de la sustitucién

a + bz =1
m 41

i il m T w

3. Sea - poun namero entern. Pero, enlonees,
— 1 -+ p=q-+ p también es un nimero entere. Transformemos
la integral (1):

[ z7 {I'I + l‘l."'.:}“ ﬂ‘ﬂ: I :.,4..;, (ﬂ_':l:uE_Z)“da'

. k . i
donde g - p es un namers eplers v p - - esun nimero racional.

La ultima integral perlenece ol grupo de integrales
i

S It lz. (ﬂ_—|—_ﬁf) : J dz ,
£

Esta imtegral fue examinada en el § 11, cap. X. La integral
indicada se reduce a la integral de una funcién racional mediante
a-- bz

la sustitucion =

-
[t
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Examinemos los ejemplos de la integracién en todos los tres casos.

2 2

Ejemplo -E{i-l—ri}_ldr, Aqui, p=—1

SL’”?"
Wﬁ{:tf?*.l d

(numero entero). Pongamos 2% ez, transformemos la igualdad bhasta oblener
entre pnrﬁntaaia la expresidon lineal respecto a =

['.'ll--lr

: . =k
(= '*"{Hzﬂrwmg ettt et dee g 2 T b s,

Hagamos la sustitucidn:
1

=2=--l'.
Entonces, z=13 d:=214d1, y
_z 2 4
S z 2 u+:3}-le¢:=—2— S : 2{1~|—=}*’d:=—2—3 S 174 (14 12)71 2 di

dt . M g - 2 ¥
=3 S 1Tﬂ-.-.3nrctgl+[r—3 arclg e+ Cem3 “mlﬂﬁ_‘_ﬂ'

5 e b
E]l:mpil.'l - S ?:.-—'F dz = S 3':'{1—1"::' EdI. i!LlI'L'I'I', mad; e p==
1
ey = m—ﬂmE (nimero entero). Realicemos la sustitucién z2=1z. Enlon-
. 3
cog, Fe= -2, dr=—-z 2-.'1:. ¥

Para iransformar la expresion entre segundos paréntesis en racional, pon-
1

%ﬂmu& H—zz"l entonces: | —z=12; :=13-—1; dzw= 21 d1.
or cunslgnu-me,

_4
S 1.-’—:“ x dr — "!T S 2{1—2z) I, -'—S (2 —1) 1—34t d‘—'S {£2—1) dit =
— b
1 —
=--[—-—t—|—ﬂ'=-~—-tt" 34 C = #{—1——21-}5&'

3
‘I..-" a3
Pk (—ai—2) .

3
dr =
# . el -1 & 2 2 ® 4 ‘| = —i
Ejemplo 3 S A Vi S =342 Zdz Aqui, m 2,
n—2, p=-..%. m—l—i —2 (niimero entera),
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Translormemos la expresion enlre paréntesis en funcidon lineal:

2 z .

El primer faclor es una funcitn racional., Para que el segundo factor sea
racional también efectucmos la sustitucidn: :

L2 ; ;
( z )_!'

Entonces:
1tz g i =214t
= "'": " -—:':1 ¥ d--- '{‘1_1}{"‘ -
Por consiguiente:
3 i
S.‘r-!l{i—}ﬂ} Ed.:.—:._!;_\ :1{-1_'_") a7 e
- B -

Observacidn, P.L. Chébishev, destacado matematico ruso, demos-
trd que la integral de los binomios diferenciales, con exponentes
racionales puede expresarse mediante funciones elementales sola-
mente en los tres casos citados; (por supuesto, a condicion de que

T - m-+-1 m+41
a0y b0 5i ninguno de los niimeros p, i + p
L
es entero, esta integral no puede ser expresada por funciones ele-

mentales,

§ 14. INTEGRACION DE CIERTAS CLASES
DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Hasta abora hemos estudiado sistemiticamente las inlegrales
de funciones algebraicas (racionales o irracionales). En el parrafo
presente examinemos las integrales de ciertas clases de funciones
no algebraicas, en primer lugar, de las funciones trigonométricas,
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Examinemos la integral
\ A (senz, cosz)dr. (1)
Demostremos que esta inlegral, con aynda de la sustitucidn,
£ [
g =1 (2
se reduce siempre a una integral de una funcion racional. Expre-

P - .
semos sen r y cos r eén funcion de tg 5 ¥ por consigniente, en fun-

cian de b
T I x I r
5 LA Ly ] a i it ) S
2sen j €08 5 25en 5 £ot 5 21 5 9
SN r= L = —_— — i
i IR

B i g ¥
sen” -5 + cos 5 1+ g 5

= o - 2 a b ] { " 5 o
cos 5 — 5PN 0l cns E_EE“ W — i 5 i gt
COSr = r == - o 1 448
£ o =+ o
cost — +sens 14 L
2 s 2
Luego,
2dt
r=Jarcigl, f0r = ——r.
1+t

Asi, sen x, cos r y dr quedan expresadas mediante funciones
racionales de {. Puesto que una funcion racional de fupcipnes racio-
nales es también racional, sustituyendo las expresiones obte-
nidas H;‘I la integral (1), ésta se reduce a una integral de funciin
racional:

Y | Selt
SH{S&[[.‘F, nﬂs:}dzzgffl— — ;] —_
i 4 ¢ {4114
Ejemplo 1. Analicemos la integral
ilr
sen s -
En virtud de las [ormulas expuesias, tenemos:
2dt
dx - 1+t“_ dar R f_[ ¢
SH‘I'.'[I:I'_ T— -}———‘ﬂllr}f—lﬂ“gz +-+

i3
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La sustitucion examinada ofrece la posibilidad de integrar
cualquier funcion del tipo R (cos x, sen z). Por eso, se |lama,
a veves «sustitucion trigonométrica universals, Sin embargo, en la
praclica esta sustitueién conduce a menudo a funciones racionales
demasiado complicadas. Por esto, siempre es preferible conocer,
aparte de la sustitucion enniversals otras sustituciones, que, a veces,
conduren mas rapidamente al objetivo,

1) Si la integral tiene'la forma | / (sen z) cos x dr. la sustitn-
cidn senx — . cosxdr -df, reduce la integeal a una integral
de la forma ) 1 (1) dt.

2, Si la integral tiene la forma { R/ (cos 1) sen & dr, la sustitu-
cion cos & = f, sen xdr — —dt, reduce la integral a una integral
de funcidn racional.

3} 5i el integrando s6lo es funcion de L x, la sustitucion tg 2 = ¢,
x o= arclg t, dx = % reduce la integral o una inlegral de

funcion racional:
dt
{4 &

4) Si el integrando tiene la forma R (sen x, cos 1), donde las
potencias de sen r v de cos r son exclusivamente pares, se usa la
misnil sustitneion:

5 Hlpr)der = S ()

tgxr =1t (27
pueslo que sen” & y cos® r se expresan medianle expresiones racio-

nales de g o

L'IIH:!.?‘= : — == 3 =
14+ I o
> L ¢
SEN T = - = —r
4 P
i L :
1+

Después de realizar la sustitucién, obtenemos In integral de
una funcidn racional.

e
R | I
Solucion. Esta integral s reduce (dcilmente o unn de la forma

S f (vus r) den e dr,

Ejemplo 2, Calcuolar la integral
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En efecto,
send x d’":S matrunrdxz | —cos?x i
2--cosr Lf-cos T 2-4-tcos
Efectuemos la sustitucidn cos =z, Entonces, sen r dr = — dz:

feftiri f ] T )

2
.=.E.—2::3]n[:+2}+{,- —2cm:+31n{nﬂ5:+2]+ﬂ'.
Ejemplo 3. Calcul £
jemple 3. Calcular e g

Electuemos la sustitucidn tg Fraz iy

SL*_——%*_::DS(__ )H+1‘} SE}-:! 1;;,

r_J( arclg(_vz) -+

3) Examinemos ahora una integral més, de la forma
§{ R (sen z, cos 2} dx, aqui bajo el signo de integral se encuentra el
producto sen™ z cos™ r dx (donde m ¥ n son numeros enteros),
preciso estudiar tres casos.

a) ) sen™ zcos" zdr, donde por lo menos uno de los nimeros
m y n es impar. Para evitar toda ambigiiedad, supongamos que n
es impar. Hagamos n = 2p 4+ 1 y transformemos la integral:

rclg-—--l.n-ﬂn

Vz

§ sen™ zcos"" " zdz = | sen™ zcos”” xcos r dr =
= {sen™z (1 — sen®z)" cos x dx.
Efectuemos el cambio de variable:
sen © = ¢, cos x dr = di.
Sustituyendo la nueva variable en la integral dada, obtenemos:
{ sen™zcos" rdr= { t™(1 — )" dt,

que es la integral de una funcién racional de f.

Ejemplo 4. :
cos? cos® x cos z dr {1 —sen® x)'cos x dr
drem | —— " "
S send S send S send =
Designando sen xr==1{, cos r dr —dt, obtenemns:
cos? r _pP{i—Nde i di o
| o= S= e e r o=

| 1
-Eﬂn3:+mnm+c




Integracion de clertas clases de funciones trigonoméiricas 415

b) | sen™ & cos" z dx, donde m y n son nimeros no negativos

y pares,
Pongamos m = 2p, n = 2q. Escribamos las conocidas férmulas

trigonométricas:
sen’ = 2 ——lc‘nu e maﬂzzl +-1~cus 2, (3)

o |

2 2 2" 2
Sustituyéndolas en la integral, obtenemos:

| s zeostcaem § (5~ goone] (34 gomas)
sen " xeos™ rdr — — — — 08 2r — +—=—cos2r | dr.
2 2 2 2

Ejecutando operaciones de elevar a potencia y abrir los parén-
lesis, obtenemos términos que contienen cos 2r en potencias pares
¢ impares. Los términos que contienen las potencias impares, se
integran como hemos indicado en el caso a). Los términos que tie-
nen las potencias pares, los reduciamos de nuevo, utilizando suce-
sivamente las formulas (3). Procediendo de esta manera llegamos

hasta los términos de la forma | cos krdr, que pueden integrarse
facilmente.

Ejemplo 5.
S send x d:r-r,—L— g (1 —cosir)=dz =ji S (I—2cos 2r 4 cos® 2z) dr=
3 4
-—%[:—smn h-p%& (1 -+ cos 42) drjﬁ.-"i- [%r—:&nn > +‘“"-“-’-'.if]+r::

¢) 5i los dos exponentes son pares y, por lo menos, uno de
ellos es negativo, el método indicado en el caso anterior b) no da
resultado. s preciso hacer la sustitucion

igr=1¢ (0 colpgz=I).

Ejemplo 6.
E‘E"-llz-f.' dr o E&'HE.TI:IS{!“:IJ-:J_EﬂgirhE .
cosér S OB F d"'“S tedx (- tgd 2)2 dr,
Hagnmeos tgr = (, entonces, re=arctgf, d;:éﬁ y ohtenemos:
Siltt_-'l' -4 & ﬁ dt o
S Hﬁ“fd S' (- 12) ,—SI’-H =12y dit =
i igdr  tgdbx |
"'J}'—F":— i -—5“--!

6) En conclusion examinemos las integrales de Ia forma siguiente:

§ cos mz cosnz dx, { sen mz cos nz dr, § sen mz sen nr dz.
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Fatas se pueden caleular con ayuda de las siguientes*) [ormulas
{m == n):

1

CON MTCOS Ry = 5 [cos{m + n) x 4 cos (m — n) z],
1

SO0 MTCOE I = 5 [sen{m 4 n)x -} senim —nya),

1
SO I SeN = o [—ecosim 4 n) x4 cos{m —n)x).
Sustituyendo ¢ integrando, obtencmos:

1 (;
gma mrcos nr dr == = [cos{m 4 n) o + cos{m —p)x|dr =

i

sen (m +n)x , sen (m —n)r

2 = -8
. 4 n) 2(m —n)

Del modo andlogo se calenlan las otras dos integrales,

Ejemplo 7.

S sep oo me dae da - —l g | —om B eos 22) ds - :i{l;i:jf - F—E";—J: [ ks

§ 15. INTEGRACION DE CIERTAS FUNCIONES IRRACIONALES
CON AYUDA DE SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS

Regresemos a la integral examinada en el § 12 cap. X,
§ R (e, Var' + bz + o) dr (1)

Mostremos aqui como esta integral puede transformarse en una
integral de la forma

\ R(senz, cosz)ds, (2)

estudiada en el parrafo anterior.

*) Estas formulas se caleulan facilmente de la manera siguiente:
e03 [ 4= 0) T — O3 MIT CO3 X — 30 mI 50 1T,

CON (m— n) T — cOSME cOS RE | 5610 ME 5S¢0 A,

Sumandoe estas igualdades términe a termino y dividiéndolas por dos, obte-
nemos la primera de las tres formulas indicadas. INestande WWrmino a término
y dividiendo por dos, obtenemos [a tercera de estas firmulas, La segunda fér-
mula se obtiene de modo andlogo, escribiendo las igualdades idénticas para
sen (m 4 n)x ¥ sen (m — n)z y sumindolas término a término.
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Transformemos el trinomio que figura bajo signo de la raiz:

& b\ b*
az + br+c=a I+2_a +le——].

d4a

Efectuemos el cambio de variable, haciendo

$+£-£;=!, dz — di,

Vo + bz + c= ]/::124-(.::—%).

Entonces:

Examinemos todos los casos posibles,

1. Sea: a>=0, c— f;ﬂ = (). Introduzcamos las designaciones

b "
a=mt e— L n®, En este caso tenemos:

Vo + bz + c = Vm't + n’.

2
2) Sea: a >0, c—-i = 0. Entonces, a=m?*, ¢ — o = —nb,
4a ha

Por consiguiente,

Vaz® + bxr + ¢ = Vm*t* — n’,

2 2
J) Sea: a << 0, ¢ . = (. Entonces, a = —m?, .:__':I'L =n,
4a 4a

Por consiguiente,

Vazr* & br 4+ e =Vn* — m*.

4) Sea: a < 0, c-—-ﬁ-{:ﬂ, En este caso ) az® + bz + ¢ es

un niamero complejo, para todo valor de x.

Asi, la integral (1) puede reducirse a una de las siguientes clases
de integrales:

. [ Rt Vot 4 nd di. (3.1)
1. §R(t, Vm® —n%)dL. (3.2)
. § R{t, Vr* —mithdt. (3.3)

Es evidente gue la integral (3.1) se reduce a una integral de la
forma (2), con ayuda de la sustitucion t~———:- tg z. La integral (3.2)

se reduce a una integral de la forma (2) mediante la sustitucién

27 —534
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t— _HF.I"J_HEG z. La integral (3.3) se reduce a una integral de la forma (2)

. & = n
mediante la sustitucion ¢ = = sen f.

Ejemplo. Calcular la integral S '[::—zl"'
B =

Solucidén. Es la integral del tipo 111. Hagamos la suslitucion r —a sen z,
entonces: dr=a cos z di,

S_f"‘__g a.cos s d =§ avoszds 1 dz
Viet—a23 V{a® —a¥sen?z)® ¢ adcosd:  a® S costz
i 1 =em =z i IR :
l'-“-lﬂ;-}-f.-'————--—n'_—_——.’[.hnf- t_,.=..,l._ —I gt
l]i ﬂ‘? s z ﬂz Ll’i _m‘.nE: a2 1,,"113—1‘51

§ 16. FUNCIONES CUYAS INTEGRALES NO PUEDEN
EXPRESARSE MEDIANTE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

Hemos indicado (sin demostracién) en el § 1 cap. X que toda
funcion f (x), continua en el intervalo (g, b), tiene en este intervalo
una funcidén primitiva, es decir, existe upa funeién F (x) tal que

[T
Fig, 204

F'{z) = f{x). Sin embargo, no cada [uncion primitiva, incluso
cuando ésta existe, puede expresarse mediante un numero finito
de fTunciones elementales.

Asi, por ejemplo, hemos indicado, gue las funciones primitivas
de los binomios diferenciales no pertenecientes a las tres formas
estudiadas, no pueden ser expresadas mediante un nimero finito
de funciones elementales (teorema de Chébishev). Tales son, por
ejemplo, las funciones primitivas expresadas por las inlegrales

Er’-‘ dx, 5 EB:':{.!'I, gmh':ir. 5 V1 —kisenz dz, 5 da

r In x

y muchas otras.

En todos estos casos la funcién primitiva representa evidente-
mente, otra funciéon que no se expresa mediante una comhbinacion
de un numero finite de funciones elementales.
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Asi, por ejemplo, la funcién primitiva | e-**dz + C, que se
anula para x = 0, se llama funcién de Laplace y se designa por @ (z).
Por tanto,

-III [.T'} — —22 5 e:_""dr—l—ﬂ;, g1 M {ﬂ):ﬂ'
Va

Esta funcion esti bien estudiada. Existen tablas de sus valores
para diferentes valores de z. Enel § 21 cap. XVI (tomo II) veremos,
como puede ser realizado esto. En las figuras 204 y 205 se dan respec-
tivamente la grafica del integrando

y=e

y la prifica de la funcién de Laplacey = @ (z). La funcin primitiva

F VI —iPsen*zdr4C (k< 1)

que se anula eunando x sea igual a cero, se llama integral eliptica
y se designa por F (z),

E(z) = { V11— FPsen®*zrdr 4 Co 5 E(0)=0.
Existen también Lablas de los valores de esta funcién para dife-
rentes valores de r,
Fjercicios para el ecapitulo X
I. Caleular las integrales: B
1. S.r* dx, Hesp. -% + &, 2. S {:-1-'1,"';]-{.:. Hesp. ?4—&1—3]/—:-[-5_

i o ¥ q
3. g [——3— = -I—l-’if} dx. Reisp. BYi—m AVFLC & § 292 pis
€ o A 1o Jr
2 - i i . 4 : . | 8
—511 V:il.'-: G, ils S {Tz -1 :i,.-T; i -5] de. Mep, _T“_l'r_i-‘-FEI_I_ .
i L Ve N R 1 zb
6. S TI_ . Hesp. %'] 34 L. 7. g {.r"’ 4 ?) dr.  Resp, T+
- | T
-{'":Ti'ﬂg’"‘-"“'i'ﬁ e
Integracidn por ustitucion: 8. g e¥™ dr, Resp, -ll; eBXLL O 0, g o8 Hr dr,
Resp, HEIIE;}T 4+ €. 1. ‘5’ son ax dx, Resp, _m}:}ldr -C. 11, S h%‘d:. Resp.
1 i dr colg dr dr
— n?xC. 12 —_— o — +C. 13, ————
= Iz 4.C. 1 . Resp Frre s (S Rew
g7z g dr il N
—+C. 14 \ o—5" Hesp. 13-||:|3:—'?|+:‘.'3. 13. p— Resp
—In|f—=|-}C. 16. S : irw‘ . Resp. —iz In{5—2x[4-€. 17. S tg 2x d=x.

27
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Reap. -—-%— Injcos2z|4C. 18,

dy
e Sﬁ
3I.nl:mn-;‘— 4, 21,
Resp. In|sen e* |+ C. 23,

— 4&ln ]aan-*;— + C. 24. S sen? x cos x dr. Resp. Eﬂ%—f -+ C.
25, S cos? r sen r dr. Resp, - %ﬁ + C. 26 S }/:‘l+1rd:,
2 ——— NE—
Resp. 5 Vst €. 27 V:H:I’r' 5 fesp —;- V&IL3 4.
¥ dr 2 cos rdzr {
* —_— | flesp. — . ¥ . e
28 S Eﬂﬁr eap. 5 V;i i+C. 29 :mi? Resp. :m:#-]*c,
E=x g
30. S . Hesp. Ec{la" ——+C. M. o :d: Resp, 'T+c‘
S d: Resp, — ‘“ SRZ e, s S — . Be
: coslz Viga—1
2Viga—14-C. M. S “{:'!_”d: Resp. I—u-:-:iﬂ-f C. 35. _P—E—-—- S d: =
60 £ -+
i sen 2r dx 1
Resp. Y2mnz+iiC. 3, Sm Retp. stitema ™
sen 2r dx —_—— \gz+
rT— o) .H . "'III { 2 -I-H':. 3&. —E--E-—-—-— a
V1fsentz #p. 2 Y1+ semtz S stz °° A,

cos 2x dx

%Vﬁta:+11i+c. 39, S @+ Ssen 527 Resp. EWWEFJFG‘
40. S% Resp. ———— == ———1C. 4. Slﬂ £4%  Res oap. Sl 0,
2. S“-———u'_':;’:“__“;:‘. Resp. ‘““";“ 240 S are +:f’ Resp.
a2 e, S-—_—m““ﬁ: dv. Resp. —MEWTic g5 METEZ 4
Reap. wi—f-]—[r 46. S ;1;-%’:—1 Resp. —12-111 (z* 4 1) 4 C.
H-srﬁ%-ﬁdm. Resp. - ln(z34-22+3)+-C. 48, Sf&% Resp.

S cotg (52— T7) dx. ﬂup.%

S tg @ 50 g dp. Resp. —!2- g eiC, 22,

In | sen (5z—7)|+C.
1
Resp. —-—a-in[nmlﬂy|+ﬂ. 20, Smt‘g'-:;-dm Resp,

Sl.'ml.g %) eX dx,

S
S (t.gd.‘j'ﬁmth) dS. Resp. —-% In|cos 45 | —

i dx ! 2 1 418 dr.
5 In (250 243)+C. 49, SETE? Resp. In | lnz|+C. 50. Sz:{r 1)

| 5
Resp. -E-'E—_;—il—=.£‘, 5,

dz

S tgt rdx. Resp.

E—:‘-—:-IE: 4+ z+4 0.

3
dx

oL S (1+z?) arcig x
i tg? = tg‘ x
-§1n1atp+u+c.ﬂ.s % dz. Resp.

. Resp. In|arctgz|+C. 53. Sms*:{?-tg:-’r TR

g0 90 SF‘[—I'HI.‘EBB]I#'

Hesp,
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Resp. In|arcsen z |+ C. 56, ﬁ:;ﬂT?:Ed:' Resp. %lnlﬂ—{—ﬂ gen 2z |+ C.
57. Scm{in z}f;—. Resp. sen(lnx)4C. B58. Sms (atbx)dz. Hesp.
x
-;i-—.'mn{u by -G 09, Se’fdx. Resp. _—::“-{—ﬂ'. 6. Siid:. Resp.
X
3e3—|-l:.'. 61. Se““’ma:d.r. Resp., ™" *4C. 62, e« rdr, HResp.
X x

;: 3 v =
2—1" e . 63. 5 e dr. Resp. ae” €. B4. S (M%)t dr. Hesp. _%.gl-r_!_ c.
Jxex

3 JXgx 3 s - T, g
Bi. S.tr dr, HResp PR

S {e¥% | 053y dr, Resp. % (,nx + _II““

W1
4, 68. :}r“dr. Hesp. —% e~3%LC,

hax

H‘:J .68, S A2 3y g

G -()

fais; _IIHTeIﬂ*"'”:"l'*". 69, S%dm. Resp. g —Zx L
70. :5 ﬁ? Resp. 1 In{3-+4e%) €. 7. S q,‘_'i:%‘;. Hiid:
2 Iz %) 672 ST—“FL"* Resp. ﬁarntg{y’b} .13, S Vldrd.r‘ .
Hesp. —_-‘-:-I_—E- arcsen (V' dx) €. 74, S —-I—;j:-—-:—gx;- . Hesp. ol
75. S -'{,"{ff = Kezp. (arcsen ;i—-f €. 76. S % Resp. -I— arclg :i o o
i7. S -ﬂ% . Mesp. %amtg -'II,-I-+G. 78. S ﬁ*—fj_lﬂ-' Hesp. %I ¥ 3'I|+
..r.t
LE. T, (; e ftesp. In|z+4 V848 | +C. 80. Sm Resp:

T in|br -} V{a!:‘l—u“] +C. Ttesp. 'E' In | ax Vb,:...},gi;! | +

1. V'_—'b“"—’s.;.na:n'

£ ir 1 OF — e dr
+ . BZ g o ol Hesp, E”In T + €. B S o Resp,
1 x4 /5 : Tdx 1
RV TV ‘*f o S i i S b
da cos r dr
(o RT. . He _-—arnsen ]//—n €.
+0. 8. § T Her ricoss (oo
i sen ¥ - dr
Resp. s arctg [ ] SUARE . 8 S S ﬁ vy Hesp. arcsen (lo z)-}C.
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ATCCO8 £— T
Yi—=

Resp, -1'— In (1 29— l (arctg z)24 O, 02,

x—arclgr
i+ 22

S —VTT dz

. dx, Hesp, —-% (arccos x)2 4 V1 —=24-C. 9. S

Iesp.

TV“'"II] #P+C0 B S —————dx. HResp. %Vmi-lhﬂ,

= *
94. S __.__d_r....____. . Hesp. 4]/[1. Vz+C. 95 % . HResp.
V= Vi 4+ V= . t
cos r dr
¥ sentz
son 2r dr

RI‘IF. '—‘—g‘ V‘,'.'.-I—H-C—fnﬂ-::‘]“-!. . us. S W.- _E_ -”'L'-FF- .._2-!;"14.{113:-: L
+cos? r

cos? x 1 1 . gl x
El " P T ' " o W {‘ " g .
e 9 S sendx o Retp senx  dsendr L s S rosix

arclg e*-C. 96. S . Resp. 3} sen x4 C. 97, S V't + 3 cos? £ sen 2 da.

dr
2aendxr - Feos? r”

oo it d
+ €. Integrales del Lipo S-—;%%;E-E de. 102, Sﬂ]_—_rr—+ fiesp.

o
1 r4-1
7 arclg —— 5

Resp. %-:-‘/tg" =} 1. S Resp. -1%;: nr::tg[ —:dlrlg r}-|-
h ]

1 o |

[, 105. S --—i‘;——
£

dx 1
104, s e P Hesp, Vi In o+ 3 V-T;

d .
Resp. ~—-|n|~—-—r-—-[|f 106. S-v-—- S . Resp. arclg (2=—1)4-C.

P P
—1 (e —T)dr
T BrE—Tr 411

arclyg . +4- €7, 108. &

Hl'L S W " Hr&j—" V.j :
{3.1!—2}&1'

dr—1

5131 Vﬂ —z41

1 2r—1 Tr4-1

faln(eth4C. 2 ngf__:—_%jar, Resp. +1In (53— x42) +
. Bl — 523 |- 428 -ﬂ_ﬁ X

+e. s, (EE T dn Rap. -5y

dr—1 dx

V7 2eostztlsenz cosx-bsendx’

Integrales del tipo S V%
a

3 ' ’
Resp. In | 322 =Tz 11|+ C. 1 Resp. -fﬁln{ﬂrt—d.ﬂ +2)—

-I-G' 110. S dx. Resp. -lll'-{:i—:-l-lj-l—

+4 8 arct T2
51,»'-& ¢ -pﬁ

+—ln|3.:l—:+!|+ ‘VT —— aretg ——
Resp. —z—nﬂ:lg Rtgail, +C.

Vi %

L. S
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t 43 dx
115. S €5p. — ArCsen +C. 116. S y
Vz-a: e Vv Vitzt+a
Hesp, x4+ T}-—L— V:’-{—r—!—l I +4-C. 117. S TFL-_ Hesp.
In| 546+ VBS54 118, S . Hesp. -a:csanh+?+
lr’.'.‘- ‘i‘:— 13 V109
dx —————
Vx(E2+45) 1 3 3
dx 2z -3 x
. Re —_—.  121. —_— Resp.
S | 2—8z—2a il 1/11 2 S Vit —z—1 i
Zuz - b
3 ln| 10z~ 14 VIR =T | +C. 122 S B av, e
V 11| = g " A V.uﬂii.l.tqi; P.
e & t_:_.l_a}d" e e ————
izt . 1L .. Rexp. ry Gr¥ 4§ 3
2V axt [ hete Swﬂr--i:+3 erp. + VT AR B4
----- —E:Id.r
2 in| 224 A - VIRTAE TS| +0. 124 S i Resp.
+5In| + VT a3 + Vﬂ—_ilmi_.“x esp
B va— : (z 4 8) dx A o par—
H]."Eﬂ-ﬁﬁ:—”:‘“-[-ﬂ'. 125, Vit . Mesp. -—4 Vit dz— 4zt
¥ aresin =L dz 45 LR e
-+ -J*E'HI."E..E]'I 5 +C, 126, Sﬁ'—ﬂ-——— ..1..21.__"”.3-1'. Resp, 3 V-f-'ﬂ -
r 'Ifq In {4z — 1 VB (222 —2)) - €.

1. Integracion por partes:
127. src’xd:. Hesp, e*(x—1) 4 C, 128, E.t]n:d:. Nesp. -!—- x [ln r——) +C.
L £ .|£
120, S:ﬁan:dx. Resp. senz — xeos 2+ C. 130, S lnz dz. Resp. = {(In 2—1)+4C.
131. S arcsen = dr. Resp. rarcsenz | |/1—=22-pC. 132 S In (1 —x) d=,
I 1 1—2)4C. 133, \ 2" Inzde. Rep. E0 =Yg
esp, —2—[1—z)ln(1—-=z)+C. ; S:: nzdz., Resp. m(lnr—m)+ x
134. S xarctg x dr. Resp. iq[{ﬂ—i-ﬂumt.gz-—:r]-r& 135. S r arcsen r dr.
Hesp. %[{21"-‘1}!tﬂs&n:+:]{’1-—z‘]—|—[:. 136, Shl[:-"-l—i]d:. Resp.
rln(z4-1)—2eLarctgxd-C. 137. S arctg V= dz. Reep. (1) arctg V= —

—/z4+C. 138 Siﬁ%l’:?dz. Resp. 2 V/Tarcsen V242V 1—=4C.

139. s arcsen p‘ I_T_ld'-:. Hesp. = arcsen ]/:_} 1—V:+arctg'l,f:t -C.
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140. S x cosd x dx. Hﬂp.%—i—%:mn 2#-!—%-1:4:32:4—& 141. E-_:-:;FE‘-—: dz.
flesp. =— Y1 —azVarcsenz4-C. 142 S :;;;ﬁ-:— dx. Resp. ﬁ-_rﬁ—i_
W %ar:t.g: ; ,_'i'_i.‘%;u 4+C. 143, S rarctg Va¥ — 1dx.  Resp.
%:‘lmtg Vi g {8 ?1,«’:: 140 14k S SISET dx. Resp.
i *—_1'.';—‘"—"1 ..._3; arcsenz-+C. 145, S (=4 VITA) de.  Resp.

‘1“1 z+ Vit | =143, 146, S arcsen :s—v{:_'i‘:la. Resp. qf-ﬂ:—af; -

l—=z
-i- In|—— rpre £

Uhh:nr aunl.ut.nmnnas trigonométricas en los ejemplos siguientes:

147. s Vﬂ d: Resp. —V o —ﬂrc.'aen—--[-ﬂ. 148. S:‘ Va—23 de.

Resp. EHNMnnir—-f: l/ﬁ-::,{"&-:ﬂ Vi==i+cC. 149, g ﬂ;ﬁ .
Resp. —V’TF"“_"-H::. 150, S V-—:—:—Tﬂdz. Resp. /s —a—aarccos = 4-C.
t61. ﬁf%ﬂ:a' Resp. '&%i?;:ﬁ”*

Integracidon de las fracciones racionales:
5§ eyt Ror Bl re . | ety
Resp. -%-ln {rizj*?lli} 154. le—'_# ﬂ dz. Hesp. -131—}-3—1 + 4z
““l%h”‘ 155. Sﬁﬁ? Rerp. =2 In (ot
.;.%Int.ﬂ-ﬂ] C.  156. Sfleﬁtm_ﬁfi Resp. zi=+ln“‘4+r
157 SFTZ}T&EFE"&" Resp. Ez‘“ {"2] 4-C. 158, S f;j_‘fﬁ-dx
Resp. 5ty +1n o +”,+u::. 199, § - +;];[‘: - e _jf—;;‘_‘:-ﬁ
+1In ("‘+'i) 0. 180, Sx—;:;—“ Resp. lmm 161.

3

sﬁgf.ﬁ-ﬁdm Resp. ln':# :2:+5]2_|_l n',tg 2 + C. 162,

=B x4 4
Wiﬁ Resp. In m_-'.._l_:r{-i- Hl'l:tg-;é———-v,i arctg —— VE + €.
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1 (@408 3e—7
163.§ 7 Resp. 510 {5 =+1+V§“““ 73 0 104 { T
x + 1 1 h"'{"rrﬂ

Hesp. t e. .
eEp m[__“i'i' nn‘:g‘z-!— 165. S#‘+t Resp Vol y

.]_V'mth}-/-—-:C 168, S ﬂi' dr. Resp. : [2% 4 ln (23 —1)] - C.

|
:3-|-=—'I g ;4 ”
[P E dx. HResp. W-} In (1342} — V3 lmtgﬁ—i-ﬂ'.
(4z3 —8z) dr 3z2 1 (x—1)2
G P e T e T Ee
\ dx =1 10 2r—1  2r—{

£l -!ﬂ 1 T == 1 v . '.
19, \ m—gw=srp A B R TE T

167.

168. S

Integracion de las funciones irracionales 170, S 1;:1 dz. Resp,
|- I

o _.I" 5__12 ' o
R Y U RV AR (T VE i Wi AV

3 Gyz i

2 10— Y x4+1
—.-1—:]- l.f';ris-F-c. 172, Smﬁ dx. H!SP. _).f';-—i_.u —I— In x -
(I 0. 173 ;_+,,r,: de. Resp, %38
n =4+ S Vitve+Vary = hwvE
~ 3 VB Vs eV EreYE— a9+ )+
Vi—=4 ViFs
Vi—z—Vi+=

T e == dz 5 l/i—a-
40 18 \ Y 1T Rep. 2aretg o

p VLI LYo Vit Vi
V’H—r Vi—= =+C. 116, S i WL dr. Resp. H[, B e

1 1 19, =, | w—= . ] /S d4 3=
_TV:,}_ 3 14 e T;r 2 ,|_§_ l;. :rI:I + €, 117, S g-t.ﬂ dx. Hesp
o e 11 7 . i '

+3arcigy T4+ 6. 174 S l’fi:-:?i Resp. In

e dx 1
Li fA{x, #24-br -y dr:  178. —_—. - Rep. ———
B S & Ve PN S:V:‘—I-I—-ﬂ Sl Vi
— o — =]
x In|YE=ZH3-1E | ,‘___1“:'. 179. S B2 . e
x 213 /24 r—x2
| V3E=—=4 V2, 1 ‘-1-{-2 180, s =/
V2 x ;:VE Va4 4r—4 . Resp.
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10, 181, S —Lffr.“i".:r:. Resp.V/ PF2z41n |21+

— drcsen —
= x VE ;
o g —— dr F—1
LYATE|C e S . Hewp, =21 i@
V i'i Vﬂ__—“—tll P VE.:—:‘I
183, S Vizr—xbdx.,  Resp. -;;— l{z—1) Viz—=3 4 arcsen (x—1)] + C.
dr I T |
A ... N v e i W g i | 2 4 V= 3,
184 Sxﬁ]r“zl—-i Resp E+E1F:r 1 Elnl-:!— A1 4C
- d: 1/ u
183. S e i | flesp.  In e Vlt-l_:_.._ + €,
(142 V14 242t 24w+ 1;’14:_:4--;1'
S i - SN SO DO 3/ % | B i e 415 o i
(2z-2%) )/ Trt et Vief =% *r V1t ria8
2hr—2 Vigzto8 : "% -4
HEI’Pq In| — oF r f-|-f . 188. S —b-}?—dr. Hf-ﬂ'ﬂi
g —
———— L I | 24V | O
z4 e hx v
integracion de los binomios diferenciales:
F'i—' 3= _’ '_-E * E ".
£ S %};"—a:. Resp. 2{1-4- r“)“ £ 0. "‘“"S =“(z-4-x“)" dr. Resp.
L] l‘ 2
sy it
’.E;ﬂ_( 24 .ra)i-,' LA 1 B g L] 1 Resp. B B L 1T )
{ [ = V'l 4 g2
{1 "II'JE

S_‘*’“_ Hewp, — (1428 1-(mr+ ] e m.\ (! - z] d. Resp.
2 (14297

|I =R

b Vi-a) 44V }‘+r* 1%3““‘" 2z Resp. °“+3V-"”3 Yoy .

b
....... hird— 5
195. S Y 1552 de. Hesp. 2L 2 11421y’

Integracion de las funciones lrtgu:mml.’:l.ricaa'.
196. S sentx dx. Hesp. .;_ cosdr—cos x4 C, 197, S send rdr, Resp. —cos x4

2 cosh
+-§nnsi z——:‘:- 4 C. 198, Swa': senz dr. Reap, —-:,li-—nna" =+7:,- cos? x4-C,

posd x 1 T
ﬂﬂ Smﬂ-—dx flesp. ﬁmx—?cﬂ't L. 200. Smn’zd:r. Resp. ?+

3 sen 2x sendx |
o c. 3 ‘ e e
+ 4 28D E-T“"’ 21 S Hen :it.. REI‘F E &€ 4 +T+E.
202. s cost z dx.  Resp, T:HT (5:4-6 sen 2r— n:: —J——E'- -iss) 4.
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sun 8z

203, S send xcosf x dx, Hesp. HE (3:: sen 4z -+ )-f-tl 204. Stg‘:d.t

Hesp. -L—+ln|nm:|+f? 205. S colgh r dr. Hup.—Tcutg*r+Ecntgl:+
_cotg?x
)

+1in | sen z |4+C. 206. cotg? x dr. Resp.
g'x 3 tg

—In | sen z | C.

EEIT.S flgdrtpxC. 208. Slﬂlzmi.t'&:.

t ? t' ﬁ " L
Resp, Jf'.?i-:-ii-pt. 20, Sc;ﬂix‘ Hesp. 1g:+-§1|gn=:+£,. 240.
i

i gl i i
et 108 . Resp. -g-ﬂua“:-i--ﬁﬂna dr40.

S OONE b Riap: Oz, 218 5

sen® x Veostz
sen4xr  semZzr
212. \ sonrsen 3 rdr. Nesp, — g+ +€. 213, cos dr cos Tz dr.
Hesp, 351‘1 o 1_'-11:-:: o +C. 214, S::ns:!z sen drdr, Resp. —Eufzhx-—nﬂ&ﬁ-i-{.’
| (i T 1 , dr

215. S semn _%_IWHT'E'I dr. Resp. — 5 -+ COS —- 2 - +C. Z16. S ] ey

— g5—2 | dx i
eag. i n u—:r— +f- 217, Sm -ﬁ'flp. E"ﬂﬂ:'lg dlg_l—l'g

4Lg—2——1
senx dr 2 cos x dr
218. m & ﬂfi’p. ———-T—]— I—]— . 219, TF-'EE-; . HHP.
1+l|§'_—"
r sen Ar
1 =5 ; i L
r—tg L 0. 220 SW”_F wn*zd:. Resp, arctg(Zsen®z—1)4-C. 221
dr
= |._._. . e e e J
S“—f—ﬂﬁ‘t-'tl‘ Hup. tg _ r.g3 O, 222, Saau:.tﬂ—l.g‘l Resp
lﬁ'.r- ] sen*tx

C =} i e ST T " .
.t olg 4 V-! aretg [ ] ., 223 i dx Hesp

V2arerg (%] —z4-G.



CAPITULO XI

INTEGRAL DEFINIDA

§ 1. PLANTEO DEL PROBLEMA. SUMAS INTEGRALES
INFERIOR Y SUPERIOR
Un medio potente de investigacidn en las matematicas, fisica,
mecinica y otrag ramas de la ciencia es la integral definida, uno de
los conceptos fundamentales del anilisis matemdtico. El calculo

Ly

Fig. 206 Fig. 207

de las areas limitadas por las curvas, de las longitudes de arcos,
voliimenes, trabajo, velocidad, espacio, momentos de inercia. ete.,
se reduce al caleulo de una integral delinida,

Sea y = f (z) una funcién eontinua dada sobre el segmento [a, b]
(figs. 206 v 207). Designemos por m y M sus valores minimo y maxi-
mo respectivamente en este segmento. Dividamos mediante los pun-
tos el segmento la, b] en n partes

@@ = Tgy Tyy Fgy « » oy Lpety Tn = b,
en este caso,
Fg = Xy < T =T e <Xy
¥ pongamos:
Iy — Ip = Axy, &y — 2y = AZzy o o 0y I — -t = AT,

Designemos ahora los valores minimo y médximo de la fun-
cidn f ()

en el segmento |y, 3], por my ¥y My,

en el segmento [z, x.], por my y M,

en el segmento [z,.4, 3], por m, y M, respectivamente.
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Formemos las sumas:

fn=ml‘ix1+m: Axy ... +mndxn=r2|mrﬂ-r£- (1)

E,,=M,axl+m.m.+...+mnax,=(§ M; Ax;. (2)

S, se llama suma integral inferior y S, Suma infegral superior.
Si f(x) =0, la suma integral inferior es numéricamente igual
al drea de la «figura escalonada inscrita» AC,N,C\N,...C,_,N,BA,
limitada por una linea quebrada «inscritas, La suma integral supe-
rior s numéricamente jgual al Area de la «igura escalonada cir-

A "E‘?- - Ly
/ 1
/1N
W
L T Ly
A a
g 7, 5 X
Fig. 208

“cunscritas AKCK,.. . C,_,K,_,C.BA, limitada por una linea
quebrada «circunscritas.

Analicemos algunas propiedades de las sumas integrales, supe-
riores ¢ inferiores.

a) Dado que m, << M, para cualquier i (i=1, 2, ..., n), en virtud
de las [érmulas (1) v (2) tenemos:

50 < S

(El signe de igualdad sdlo corresponde al caso en que [ (x)=const).
b) Dado que
My =m, my=m, ..., M, =m,

donde m es el vaiar minimo de f({x) en el segmento [a, b], lenemos:
Sa=Mm, Ax, +m Axy .. AKX, 2 mAX A m A A
cor AR, =m (Ax, + AXy+ ...+ AX,)=m (b—a).

Asi:
5, m(b—a)



430 Iniegral definida

¢) Dado que
MM M<M, .... M\, < M,
donde M es el valor miximo de f (x) en el segmento [a, b], tenemos:
So= M Ax, +M A+ ...+ M, Ax, < MAx, + MAx, + ..
oo+ MAX, =M (Ax, - Ax, 4 ... + Ax,) =M (b—a).
Asi:
5, =M (b—a).

Uniendo dos desigualdades obtenidas, tenemos:
mb—a) <s, <s, <M (b—a).

Si f(x) =0, la altima desigualdad tiene una interpretacion
geométrica simple (fig. 208), puesto que los productos m(b—a)
y M (b—a) son numéricamente iguales a las Areas respectivas del

rectdngulo sinscritos AL,L,B y del «ircunscritor ALL,B.

§2. INTEGRAL DEFINIDA

Continuemos el examen del problema del pérrafo anterior. En
cada uno de los segmentos [x,, x|, [*, 2], ..., [*:=;, %.] elijamos
un punto que designamos respeclivamente por E, E, ..., E,

y=r9

9} /’f."li-""’: 4

=y

0 %Gk % Ex%  Xaks XD

Fig. 209
(fig. 209):
Xy i o Mgy X B T vy Bt T B e

En cada uno de estos puntos calculemos el valor de la funcidn
F@&)y F&)y -.-y f(Es) ¥y formemos la suma:

S @) Ak T 6 Aty b+ () Axy =3 @) Ax, (1)
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y todos los Ar; = (), entonces,
mAr < [ (B) Axy < MiAzy.
Por consiguiente,

RN Az € D) M, Az,

1 =]

=

n
E m; ﬂll{;

i={ I

[0

S 8 < F (2)

La interpretacion geométrica de la Ultima desigualdad es que.
para f (z) = 0, la figura cuya area es igual a 5,, esta limitada por
una linea quebrada, comprendida entre las lineas quebradas ¢inscritas
y acircunscritas,

La suma s, depende del modo de dividir el segmento [a. b]
en los segmentos [z, z;|, asi como de la eleccidn de los puntos E
dentro de estos segmentos,

Designemos por max |x,,, x] la mayor longitud de los seg-
mentos |z, x,), |z, &l ..., [y, z:). Examinemos diferentes
divisiones del segmento |a, 6] en los segmentos |z, x| tales que
max lzioy, ol — 0.

Es evidente que, en el proceso de division, el niimero n de seg-
mentos Liende al infinito. Eligiendo los valores correspondientes
de E;, se puede formar, para cada division, la suma integral

3 /(&) Az,

de modo gue se puede hablar de la division sucesiva y la secuencia
respectiva de las sumas integrales. Supongamos que, para una
sucesion de divisiones eligida, enando max Az, — 0, esta suma¥)
tiende a un limite J.

Si para las divisiones arbitrarias del segmento [a, b], tales que
max Ax; — 0, vy la eleccidén cualquiera de los puntos E;, la suma

S F(E) Az tiende a un mismo Jimite I, se dice que la funcién § (2.
i=t

que es un integrando, es integrable en el segmento [a, b]; el limite J

se¢ Hama integral definida de la funcion f (x) en el segmento [a, 6l
b

y se designa por: [f (z) dr. Entonces podemos escribir:

1] ¥
lim 2 f(E) Az, = | /() d.
mix Axj =+ 0 [ = 1| a

* En el caso dado, la suma es una magnitud variable ordenada.
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Los niimeros a y b se llaman, respectivamente, limife inferior
y superior de la integral. El segmento la, 0] se llama segmento de
integracién, la letra x, variable de integracidn.

Notemos sin demostracién que si la funcion y = [ (z) es continua
en el segmento la, bl, es integrable en el mismeo segmento.

Si para cierta sucesion de las divisiones, tales que max Ax, - U
estudiamos la secuencia de las sumas integrales inferiores s, y las
sumas integrales superiores s, para una funcién continua f (z), es

evidente que estas sumas tenderdn a un mismo limite I, es decir,
a la integral definida de la funcion f (z):

i i
lim 2 my Axry=§ f(z)dz,

max Azj—+ 0] =} a

n b
lim > My Az, = § f () dr.

mdx Axj -+ 0l=1 d

Entre las funciones discontinuas hay funciones integrables y no
integrables.

Si construimos la grifica del integrando y = f (z) entonces, en
el caso de f (z) = 0, la integral

b
{1(2) dz
L
seria numéricamente igual al drea de asi lamado trapecio curvilineo

formado por la curva y = f{(2), las rectas x — a, * = b y el eje

Oz (fig. 210).

Fip. 20

Por consiguiente, el drea () de un trapecio curvilineo comprendida
entre la curva y = f (), las rectas + = a, r = b y el eje Ox se cal-
cula mediante la integral

b
Q= | [(z)dx. (3)

Observacion 1. Notemos que la integral definida depende sdlo
de la forma de la funcién f (z) y de los limites de integracion, pero
no depende de la variable de integracién. Esta dltima puede desig-



Iriegral definida 433

o

narse por cualguiera letra. Por eso se puede, sin cambiar el valor
de la integral definida sustituir la letra z por cualquiera otra.

b b B
[1()dz=[f(@Oar=...=][f()ds

b
Al introducir el concepto de la integral definida _f_f[.-::]d.':
a
hemos supuesto que a << b. Si b < a, segiin la definicién tenemos:

L a
§ /(@) dz=—/(z)dz. (4)
Asi, por ejemplo,
E P dr=—— ;xz dr.
5 o

Finalmente, si a = b, segin la definicién, para toda funcién f (z)
tenemos:

a
} fz)dz=0. (9)
i
Esto es natural también deade el punto de vista geomdétrico,
En efecto, la longitud de la base del trapecio curvilineo es cero,
por tanto, su direa también es igoal a cero.

1]
Ejemplo 1. Hallar la integral Sk: dr {b > a).

Solucion. Desde ¢l punto de vista geométrico ¢l problema se reduce al cédl-
culo del drea @ de un trapecio, comprendida entre las lineas y = kr, z = a,
=0 yp=10 (fig. 211].

I

fl o xox g ox

Fig., 211

La funcidon g = kr, que 4e halla bujo ol signo de integral, = contipua.
Por consiguients, para calsular la integral definida s puede, como homos indi-
cado mis arriba, dividir arbitrariamente el segmento [a, b] y elegir cuales-
quiera puntos intermedios E;.. El resultado del cileulo de la integral definida
no depende del método de formacién de la suma integral; siendo que e} paso
de la divisién tienda al cero.

2H-—~-D34
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Dividamos el segmento [a, b] en n partes iguales, La longitud Ar de cada
segmento Emial es igual a:
—a

Ar= . Este nimero se llama «pasos de la division, Las coorde-

nadas de los puntos de division son:
=y, '®ye=0- Air,
go=a42Ax, ..., Ty =a -l nAr,

Como puntos £y tomemos los extromos fzquierdos de coda segmento:

Bywea, Bpmat-Ar, Ey=a-+2Ar, ...y fa=a(n—1)Ar.
Formemos la suma integral {1). Siendo [ ()= kg, tenemos:
sn=kE Az -+ kEAr .. . hEsAxr=Faldx 4 |kf{a-L AT Ax 4 ...}

+ ik o (n—1) Ax|} b=k {a+{a+ Ax) - {a}2A=) -+ ..o oF

J-latin—1)Ar]} Ax=ki{ra | |Ax | 2Az+ ... +(n—1) AT} Ar =
=k {na-[4+ 24 ... Fla—1)] Ar) A,

—% _ Tapiondo en cuenta que

donde Az = 2

TS FRSRITE W L L et

wa

(como suma de una progresién aritmética), tenemos:
y b— i o ]
n=k [ma p 20N 220 ] 28 g [amt 255 | e—a).

& n n

Puesto que:
n— 1|

Il'm.-v-——:-_ 1,
T~ 0
entonces:
e b2 —ak
lim :n={?=k[u-§a - = : ] (lr—) = ‘ 2“ i
fi—=og -
Asi,

Es facil caleular el drea ABba (fig., 211), usando los métodos de ln geome-

trin elemental, Bl resultade serd ol mismo.
b

Ejemplo 2. Cnleular S 2 dxr.

0
Solucién. La integral dada cs ZF“J al area € del trapecio curvilineo limi-
tado por la paribola y = 2%, la ordenadn = = b y ln recta gr = ( (fig. 212).
LU

Dividamos ¢l segmento [a, b] en n partes iguales por medio de los puntos:
xg =10, 2y=Aw, Tg=2Ax, [l , Ty=0=>n4z,
Ar=—.
n

Como los puntos &, tomemos los extremos derechos de cada segmento,
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Formemos la suma integral
fy=zjAx+z}Ax+ ... +hAr=
= [(A2)T Az 4+ (2A2)T Az + .. +(nAz)2 Ax]=(Az)? (124204 ... 4],
Como e5 sabido:

1=+2=+3=+.,.4-n:="fﬂ+!lﬁi2n+1:n .

por esto!

o B2 BN @ntt) (, +__](”_).

lim 3= S zdr—=
i sy=Q= -3-

T

Ol xx; b x
Flg. 212
f
Ejemplo 3. Caleular S mdx {m=rccnst).
L+
Solucidn

]

s T
S m A e lim sll. J'TIMlﬂ“ lim m E ﬂfi=
max ax—+0 ‘—'1 mix Ax el

==

"™
=m |lim ¥, Azy=m (b—a).
mix Ax ~0 L ! ¢ )
=t
n
Aqui, 2 Azy es |a suma de las Jongitudes de los segmentos parciales

que com nen al segmento [a, b].
Cunlguiera que sea ol moda de la division, esta suma o3 igual a la lon-
gitud del segmento b—a.

2R e
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1]
Ejemplo 4. Caleular S e dr.

Sofucidn. Dividamos de nueve ol segmento [a, 4] en = partes iguales:

b—a
Tg==, Iy =04 AX, iy Ty = d40dT; |_’1..'|:-='—--n—- g

Como puntos E tomemaos los extremoes izquierdos. Formemaos la suma integral
Sp=t"Ar -0 F0%0s | pettin—llazs,

== at {1 't' fﬂs '1’ EEd:'{' i 'I“ E{“— I]'-_‘L-I.'} Ax.

La expresion comprendida enlre paréntesis es una progresion geoméirica cuya
razén es 2%, y ol primer término igual a 1; por esto:

l'la.'l'___
"\.}1 it "_______I_ Ko g _h_rl_'!.;r_I' ___E:I.f'_ .

r,ﬂ.t.'l _1 at "'--—1_

Luego tenamuos:
AT = b —a: lim __#_r ——
Axreal) e — f
Segin la regla de |'Hoxpital
; z 7]l
lim — lim——1.
=iy =0

Ast, lim Sy =@ e (¥ 1)t ==ebeg", vz dogir: g e T e — el — e,

a3
i

Observacion 2, Los ejemplos  examinados muestran  que el
cdleulo directo de las integrales definidas como limites de sumas
integrales presenta grandes dificultades. Ineluso, en los casos cn que
los integrandos son muy simples (kr, r*, ¢%). este método requiere
cdlculos laboriosos. El edleulo de las integrales delinidas de las
funciones complicadas es ain mias dificil. Es natural que surge el
problema de encontrar un método comodo para el caleulo de las
integrales definidas. Este método, descubierto por Newton y Leib-
niz, utiliza la relacion légica que existe entre la integracién y la
derivaci6n,

Los pérrafos ulteriores del presente capitulo se dedican a la
exposicion y argumentacién del método mencionado,
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§ 3. PROPIEDADES FUNDAMENTALES
DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Propiedad 1. El factor constanie se puede sacar fuera del sigho
de la integral definida: si A = const,
fr

b
VAf(yde = A \ [ (x) dz (1)

a

Demostracion.

b [
§ Af(@)dr= lim ¥ Af(§)An=
1] 1

milx Aa == 00 =

o 1
=A lim 2 f(§)Axi= A} () dx,
mix Ax = 0 i=| i
Propiedad 2. La integral definida de la suma algebraica de varias
funciones esigual a la suma algebraica de las integrales de los sumandos.
Por ejemplo, en el caso de dos sumandos:

h fl lr
V [fy(2) + fold] de = ) [y () dx - § [ () div. (2)
Ivemostracion.

] r
1;1!'1 (@) + fa(@)]dr = lim 3_} 1”: (£) -+ [ ()] Az =

mix Ax — 0

— |im I: > 1B AL 2 Ja (&) ﬁ-fi] e
i = § =

max & x =

= lim }_ Fo (&) Axy +

M Ax == 0 j 2= g

4 tim X RE)An=
m Axr -0l =1
(1]

H
= VL (e)de | fola) da.
LU il
La demostracion es vilida para cualquier niimero de sumandos.
Las propiedades 1 y 2 demostradas para el caso en que a << b,
son vilidas también para el caso en que a = b,
Sin embargo, la propiedad siguiente es vilida sélo cuando a << b,
Propiedad 3. Si en el segmento la, bl, donde a < b, las funciones
f (2) ¥ @ (2} satisfacen a la condicidn f (z} < ¢ (1), enfonces;

I h
Vf(x) dz < § @ (2) dr. (3)
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Demostracion. Examinemos la diferencia
b [ b
S @@ de — \ [(2)de=\|p(2) — [ ()] de=

= hm 2’ o (&) — F(E)] Axy.

iy Ax <+ 0=}
Aqui, cada diferencia ¢ () — f (E)) = 0, Ax; = 0. Por consiguiente,
cada sumando de la suma no es negativo, igual gque no es negativa
toda la suma ni su limite, es decir,

I
F 9 (x) — [ ()] de >0

'] b
\glr)de — Vf(n)dx =0,

il

de donde se deduce la desigualdad (3).
Sif(x) =0y g () =0, la figura 213 da una ilustracion geo-

mélrica de esla propiedad. Puesto que ¢ (x) > f (z), el drea del
trapecio curvilineo adyB6 no es mayor que el area del trapecio

curvilines ad.b.b.

Propiedad 4. Si m y M son los valores minimo y mdzrimo respec-
tivamente de la funcidn f (x) en ol segmento la, b v a << b, entonces:

b
m (b — a) < j f{xyde < M {b — a). (4)
L]

Demostracién. Segian la hipitesis,
m < f (2) < M.

En virtud de la propiedad (3), tenemos:
b

s I
\mdz < | f(2)dx < { M dxr. (&)
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Pero ,
/]
fmdz=m(b—a), §Mdr=M({b—a)
a o

(viéase el ejemplo 3, § 2, cap. XI). Sustituyendo estas expresiones
en la desigualdad (4°) obtenemos la desigualdad (4).

W
A L
s
y M
A
k1,
i ¥
Fip. 214

Cuando f (z) = 0, la propiedad 4 se ilustra geométricamente
en la fig. 214: ol drea del trapecio curvilineo aABb esti comprendida
entre las dreas de los rectingulos adB,b y ad.B;b.

Propiedad 5. (Teorema de la media)
8i la funcién [ (x) es continua en el segmento la, bl, existe en este
segmento un punto £ tal que se verifique lg igualdad siguiente:

b
V(@) dz=(b—a)f(E). (5)
il

Demostracion. Para precisar supongamos que a << b. Sim y M

son valores minimo y maéaximo, respectivamente, de la f(z) en el
segmento fa, bl, en virtud de la férmula (4) tenemos:

—

]
m< Sf{z}dz-s.;m.
De aqui: "

]
E-_L_ Ef{:r]dz-_—.p, donde m < p < M.
—a
[

Puesto que f (z) es continua, esta funcién toma todos los valores
intermedios comprendidos entre m v M. Por tanlo, para cierto
valor §E (a < & < b) serd p = f (E), es decir,

']
§ 1 (x) dz={F(E) (b — a).
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.

Propiedad 6. Para tres niimeros arbitrarios a, b, ¢ se verifica
la igualdad:

b a b
snz:dr=§f{z:dx+ { f (x) dr, (6)

siempre que estas tres integrales exislen.,

Demostracion. Supongamos al principio que a << ¢ < b, y for-
memos la suma integral para la funcién f (z) en el segmento la, b).

Flg, 215

Puesto que el limite de la suma integral no depende del modo
de dividir el segmento [a, b] en partes, lo dividimos en segmentos
pequeiios de tal manera que ¢ sea el punto de divisién. Descompon-

b

gamos luego la suma integral ' correspondiente al segmento [a, b)

f

-
en dos sumas: una ), que corresponde al segmento [a, ¢] v la otra
[F3

b
2 que es correspondiente al segmento le, b].

L
Entonces:

b ' ¢ b
X)) Az = Zﬁnaa Az, 4 D f(E) Axy,

Tomando limites (en la Gltima ecuacién) para mix Az, — 0 obtene-

mos la correlacidn (6).
Si a<<b<¢, en virtud de lo demostrado podemos escribir:

e b ¢
gf{:)dz=£f(:rldz+ gf{:rdr

- £ e
EI{I}JI=£HI}#-—EHIHI.
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Pero, de acuerdo con la férmula (4), § 2 tenemos:

] h
1@ di=— /(@ d.
Por esto:

4] ] B
Emwnﬁﬁﬂu+ym¢.

De modo andlogo se demuestra la propiedad 6 para cualquiera
otra disposicion de los puntos a, b y ¢.

La figura 215 ilustra geométricamente la propiedad 6 para el
caso en que f(z) =0, y a << ¢ < b: el firea del trapecio aABb es
igual a la suma de las drens de los trapecios aACe vy cCHb,

§ 4. CALCULO DE LA INTEGRAL DEFINIDA.
FORMULA DE NEWTON-LEIBNIZ

Supongamos que en la integral definida
b
§ 1 (x) dx
el limite inferior a esti fijado, mientras que el superior b varia,

Es evidente que variara también el valor de la integral, es decir,
la integral serd una funcion de su limite superior.

5

SRR

AR |

Sanaty
R

Para utilizar las designaciones habituales, designemos el limite
superior por x ¥ para evitar toda confusién designemos la variable
de integraci6n por ¢ (el valor de la integral no depende de la desig-
nscitn de la variable de integracién). Obtenemos la integral

x
{ f (#) dt. Siendo a constante, la integral serd una funcién de su

Timil‘.e superior . Designemos esta funcion por @ (z):

® (&)= | (t) dt. )
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Si f (#) es una funcién no negativa, el valor de @ (z) serd numé-
ricamente igual al Area del trapecio curvilineo ad Xz (fig. 216).
Evidentemente, este drea varia en funcidn del cambio de . Hallemos
la derivada de @ (z) respecto a z, es decir, la derivada de la integral
definida (1) respecto a su limite superior.

Teorema 1. Si f (z) es una funcidn continua y @ () = | [ (1) dt,

se verifica la igualdad
@ (7) = [ (2).

En otras palabras, la derivada de una integral definida respecto
a su limite superior es igual al integrando en el que la variable de
integracion estd sustifuida por el valor del limile superior (a8 condi-
¢itn de que el integrando sea continuo).

Demostracion. Demos al argumento x un incremento arbitrario
Az, positivo o negativo; entonces, tomando en consideracién la
propiedad 6 de la integral definida, obtenemos.

xztAx o

O (r+4 A7) = § ﬂt}dr=zﬁﬂdt+ i fmat.

@ w

El ineremento de la funcién @ (1) es igual a

= xthx x
AD —=® (2 Ag) —® ()= § f(de 4 § f@de—foa,
ea decir,
xtax

Ab= | f(t)dt,

Apliquemos a esta integral el teorema de la media (propiedad
3 de la integral definida):

AD = f (B) (z + Az —2) = £ (8) Az,

donde E se halla comprendido entre z y * + Ax.,
Hallemos la razén del incrémento de la funcidon al incremento
del argumento:

AD  f(B)Ax
Ax Az @
Por tanfo,
0 ()= lim 3% = 1m 1.

ax—+0 Ax Ax =D
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Pero, puesto que E — r cuando Az — 0, entonces:

lim f(E)= lim f(E)

Ax = D B a
y, como la funcién f (z) es continua:

Him f(E) =f(2).

e
Asi pues, @' (x) = [ (z). El teorema estd demostrado, El teorema
dado se ilustra geométricamente de manera muy simple (fig. 216):
el incremento AD = [ (E) Az es igual al drea del trapecio curvilineo
de base Az; y la derivada @' (r) [ (2) es igual a la longitud del
segmento X,

Ohservacion. Del teorema demostrado se deduoce, en particular,
que cada funcién continua tiene una funcidén primitiva. En efecto,
si la funciénm f (#) es continua en el segmento [, z] entonces, segin

lo indicado en el § 2, cap. XI, existe la integral definida § £ (1) dt,

eg decir, existe la funcion
iy
W (ay — ¥ () e,
i

que es, en virtud de lo demostrado, la funcidn primitiva de f (z).

Teorema 2, Si F (x) es una funcién primitiva de la funcidn con-
tinuva f {z), la jférmula

]
S J(aydr = F(b) — F (a) (2)

es tdlida.
Esta [drmula se llama fdrmula de Newton-Leibniz*).

Demostracidn. Sea F (1) una fupeion primitiva de f (z). Segin

el teorema (1), la funcién | f () d¢ es también primitiva de f (2).

1
Pero dos primitivas arbitrarias de la funcion dada se diferencian
por un sumando constante '
Por tanto, se puede escribir:
A

(rae=ri 4 c. )

*) Notemos que tal denomninacion de la formula (2) es convencional, puesto
gque ni Newton ni Leibniz dieron exactamente esta [drmula. Pero lo impor-
tante es que procisamente ellos establecieron por primera ves la relacién entre
la inlegraciém v la derivacifn, que permitié enunciar wna regla de calenlo de
las integrales gnﬁnidaﬂ.
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Con la eleccién correspondiente de €*, esta igualdad es vilida
para todos los valores de z, o sea, es una identidad. Para determinar
la constante C'* hagamos x = a; enlonces:

VF)dt = F(a) 4 C",
0
0 = F (a) + C*,
de donde:
C* = —F (a).

Por consiguiente,
Eflﬂ dt = F (1) — F (a).
Haciendo z = b, obtenemos la férmula de Newton — Leibniz:
E.-"[ﬂdi:f'ﬂ*l-- F (a)
o, al sustituir la variable de integracion por x:
E (@) dx = F (b) — F (a),

Notemos que la diferencia F (&) — F (a) no depende de la elec
cibn de la funcion primitiva F, puesto que todas las primitivas se
diferencian en una magnitud constante, la que desaparece durante
la sustraccion.

Si introducimos la designacion®).

Fby—F{a)=F ()|},

se puede escribir la férmula {2) en la forma:

]
§ f(2)dx = F(z)|y = F (b) — F (a).
*) La expresion’ zan llama simbolo de la sustitucién doble. En los manua-
les de matemiiticas se utilizan dos formas equivalentes de notacién:

F (b)—F (a) =|F ()],

é
F{b}—F{u%rF{:ng.

En adelante utilizaremos ambas formas de notacion.
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La férmula de Newton-Leibniz propone un método muy prictico

para el céleulo de integrales definidas cuando se conoce la funcién
primitiva del integrando. Exactamente, el descubrimiento de esta
formula le dio a la integral definida la importancia que ésta tiene
hoy dia en las maltemalticas,
Aunque las operaciones andlogas al cdlculo de la integral definida
como limite de una suma integral, fueron conocidas incluso en la
antigitedad (Arquimedes), las aplicaciones de este método se limi-
taban sblo a los casos mas simples, cnando el limite de la suma inte-
gral podia ser calculado directamente.

La formula de Newlon-Leibniz amplié considerablemente el
campo de aplicacion de la integral definida, puesto que los mate-
méticos obtuvieron un método general gque permite solucionar
diferentes problemas particulares. Esta formula amplié también
la esfera de las aplicaciones de la integral definida en la técnica,
mecanica, astronomia, ele.

bi
s 2
Ejemplo 1, \ T doye=—

E L
a1

fa

h fid — g®

=al-L

3 W g ;r-..l' s h:'l' ,.;r
Ejemplo 2. i.i‘n*,r 7 —
LT}
[
. o3 i FHEL | hadl g+ |
emple 3.\ avide=r | = S £ 1)
a
L]
- . '4!
Ejemplo 4. E &X iy f--"'l plr gt
} 4
n
an
. - @ hE . .
Fijemplo 5. \ sen rdr = —pos .--[ — o8 2n — pos O = 1.
- L1
T
| — L
= = (LT —
Ejemplo 6. i\ —ri—h.— g .|'-'| V=1,
. | 4 s f

g 5 SUSTITUCION DE VARIABLE EN UNA INTEGHAL DEFINIDA

Teorema. Supongamos gue esta dada la integral
b

§ [ (2) dax,

(1]

donde la funecion [ (x) es continua en el segmento |a, bl.
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Introduzcamos una nueve variable t, por la férnudda:
x = @ ().
Si
1) g la) = a y 9 (f) = b,
2) p () v g () son continuas en el segmento la, B,
3) [ lg (1) estd definida y es continua en el segmenta |a, B], entonces:

b
V(x)de={[leiO]w (0) dt. (1)
n z
Demostracion. Si F (r) es Tuncion primitiva de f (z), podemos
escribir las sipuientes igualdades:
[ /() de=F(2) + C, (2)

Sl ¢ (dt = Fle)+C. (3)

La wvalidez de la ultima igualdad se comproeba mediante la
derivacion de ambos miembros respecto a ¢ (esta igualdad también
se deduce de la formula (2) §4, cap. X). De la igualdad (2) tenemos:

&
{fn)de = F ()] = F (b) — F (a).
De la igualdad (3):

8
i’f['F' (O] () dt = F[p®)]la = Fle )] — Flo ()] = F (b) — F (a).

Los segundos miembros de las Gltimas expresiones son iguales,
por tanto son iguales los primeros.

Observaciéon. Notemos que al caleular la integral definida por
la férmula (1), no regresamos a la variable original. Si calenlamos

Fig. 217

la segunda integral definida de la igualdad (1), obtenemos un cierto
namero, la primera integral es igual a este nimero, es decir, los
valores numéricos de dos integrales de la igualdad (1) son iguales.
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Ejemplo. Calcular la integral

¥
S Vri—zddx.
0

Solucién. Efectuemos la sustitucidn de variable:
re=r8on l, de=rcos il di.

Determinemos los nuevos limites:
r=0 para =0

a
F=a T PARK:E ey

Por consiguiente,

R

=
r 2 z
S "|Hr=—.1:'-‘dr=-s Vr!-rhenltrmsrdt=r=q V' 1—senttcostdt=
i L] 1]
L 4
z 3 1 1 { - % :
300 «f ar
i v — i TR Ao =] S LTS —_—
-.rgnm!dr FS(1+‘3B“52:]£I F[E-F- % ]1} i
o 0

Desde el punto de vista geométrico, la integral caleculada es el drea de una cuarta
parte del circulo limitado por una circunferencia z* 4 y* = r* (fig. 217).

§ 6. INTEGRACION POR PARTES
Supongamos que u y v son funciones derivables de z. Entonces:

(up)" = u'v + uwv'.

Integrando ambos miembros de la identidad entre los limites
a vy b obtenemoa:

b b b
f(uv) de= uvde+ Yuv dz. (1)

(/]
Puesto que j (v ) dxr = uv + C, entonces: f (uv)’ dz = upﬂ;

por esto la igualdad (1) puede ser escrita en la forma:

b b
uelh= {edut (udp
h. i h L]

o, en definitiva: L do=uv Er: — \ pedu.

a n
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Ejemplo. Caleular la integral

2

= g sen™ rdz,
I,
L}

s X ¥
2 ¥ 2
= #
In= g son™ r dr S sen"trsmzrdee: — |\ #n""lrdcosr=
= e
0 4] 1] i i
2
" 3
E ]

el
== —arn®=! ronsz b ${n—1) \ sen" 2 rcosr cos o de -

‘i)

#
={n—1) \ sen""trcos? 2 dr—(n—1) % sn"=2r (1 —sen? z) dr—=

=0 AR

a.!I
=t — 1) H; sop"* 2 dr—(n—1)

=" glr,

Pl AR

En las designaciones elegidas se puedo eseribir In altima igualdad on la
forma:

I" [u'—'1|!"_: 'I:” Il l’q.
de domde

R |
In— — faon 2)
Usamilo el niismo procedimiento, cucontrams:
-~k

Jﬂ_‘i—; - M

por cslo
Ho-1a—:
7 RO . | AT -

N ofa—_

Continuando de lu misma manera Hegamos a obtener 1, 6/, segin sea par
0 impar el nimero n,
Examinemos dos casos:

i) n es par, n=1n:

2 —1 T —23% 1. ]
tom= g g7 w0

2) moes impar, R —=2m |1z

7 2 Pm—2 iq 2',
"1 2m—1 "% g "
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pero, puesto que

n L n
2 ] 2

Inus aan“:n'::=Sdz= = , fl=§ sen rdr—=1{,
i} i

)
entonces;
bl
¢ i 25—3 &5 3
- LT ek W SO R O
ﬂ"‘g"'“:’ m dm—2' ' H R 2T

De estas formulas se deducs I farmula de Wallis que exprasa ¢l ndimero
-g- en forma de producte infinito.

En efecto, de las dltimas dos igualdades, divididndolas términe a términog
enconiramas

i( 240 ... 2m )'-l 1 fam 3
2 \35...(2m—1)) 2n4-% Lomyy @
Domostremos ahorn que

lim Aam — 1.
mson Ly

Para todo z del intervalo (l:p, i:,) so verifican lag desigualdades
el r s s r . gapBmel g

Integrando desde O hasta ,—r:. oblenemuos:

Lom—y 2 L om = Pamn
i donde:

Tamy . Tom

o3 1.
Tamir  Tamay ¢ ()
De la igualdad (2) =0 deduca:
Fam_y  2m+1

Famyy =m
Por Lanlo,

lim Lom—t o ym2mtd

=1,
mi-som d 2 Lt =

De la desigualdad (4) obtenemos:

M ~22m .
E'ﬁ"l'h-’l

oLy TR
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Pasando al limite en la foérmula (3), obtenemos la jérmula de Wallis:

“"_..Ei.ul[( o B{Em—i: }i“"!ﬁ] ‘

Se pucde eseribir esta [ormuls en la f{orma:
2 = lim (i,i.i.i._'i A= 2m .o

§ 7. INTEGRALES AMPROPIAS

1. Integrales con limites infinitos. Sea f (z) una funcién definida
y continua para todos los valores de z tales que a << r << + oo,

Examinemos la integral
b
I(b)=[[(2)dz.

Esta integral tiene significado, para cualguier & = a. Cuando &
varia, la integral varia también, por esto la integral es una funcion

Fig. 218

continua de b (véase § 4). Examinemos como varia la integral cuando
b—+ 4oo (fig. 218).
Definicién. Si existe el limite finito

b
lim {1 () dz,
Iy == 4 o0 g

este limite se llama integral impropia de la funcion f (z) en el inter-
valo la, +ool y se designa por:

o= oy
| 7(2)dr.

Por tanto, segiin la definicién tenemos:

+00 b
V f@dz= lim | f(2)dz.
& b=+ 00 g e

En este caso suele decirse que la integral impropia | f(z} dz
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h "
existe o converge. Si la integral _'} f (z) dx, para b — -+ oo, no tiene

{1

limite definito, se dice que } f (x) dx no existe o diverge.
a
s facil definir el significado geométrico de la integral impropia
L[]

para f () > 0: si la integral j'f {r) dx representa el drea de un

Fig. 219

duminio limitado por la curva y = f (2), el eje de las abscisas y las
ordenadas £ — a, x = b, es natural considerar que la integral

.]-m

impropia § f(z) drexpresael drea de un dominio ilimitado (infinito),

il
comprendido entre las lineas y = f (x), £ — a y el eje de abscisas.
De modo asnidlogo se determinan las integrales impropias en
utros intervalos infinitos:

| f@dz= tim §f@)ds,

o € Seumw
\ flzx)dr—= g ] (x)dr - S f(x)dxr.
d'r- —'l..u E
La dltima igualdad, se comprende asi: si existe cada una de las
integrales impropias del segundo miembro, entonces existe (con-
verge), segilin la definicidn, la integral del primer miembro.
s

Ejemple 1. Calcular la integral S %{vﬁam figs. 219 y 220).
0]
Solucion. Segin la definicion de integral impropia hallamos:

< M

b
dx lim S dz

142 peice :

3 b n
= lim arcigx| = lm arclg b=—- .
1422 porim 5 ]{r f-s |20 el 2
0
La integral estudiada representa el drea de un trapecio eurvilineo infi-
nito. El drea esta rayada en la figura 220.

it L
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Ii!umplu 2, Hallar los valores de « (fig. 221), para los cuales la inte-
L

dz :
gral S — converge o diverge.
z
i

'!i“f||- S—
= LRI il e
a7 ,

Fig. 221

Solucibn. Puesto que (para a & 1)

b
S ‘;:I;‘ lla. zi=® :J 1—Iu (b1==—11,
tenemos; '
= dr p 1 P
{ Fodn st
Por tanto,

foo
. dx 1 .
8 o >1, tenemas S i os decir, la integral converge;

1

e

; dx f
s o< 1, lenemos S -—I?:-m. og decir, la integral diverge;
1

.’.” d
e
8i @=1, tenemos S —5—=In:r "m

1

=0, s decir, la integral diverge.

+oe

Ejemple 3. Calcular S % i
Solueidn.
{-00 e

4+
dx dr iz
) e~ rat § i
o — 3 L[]
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La segunda integral es igual a %{vﬁnaﬂ el ejemple 1), Calculemos la pri-
mera integral:

y

Por consiguiente,

o
82 _ lim S_‘fi..- 1fim areigsz »
l+.:l:’ [ —
@

i 7
= gl Hm (aretg O—arcig @) =—- .

{1 4 = = E

nn
S itTa-ztz =™

En muchos casos es suficiente establecer si la integral dada con-
verge o diverge, y determinar su valor. En tales circunstancias pue-
den ser fitiles dos teoremas siguientes, que citamos aqui sin demos-
traci6én. Demos, algunos ejemplos de su aplicacidn.

Teorema 1. Si para todos x (r > a) se verifica la desigualdad

0L f(2) < 9 (x)
o -t o0
siendo | @ () dr, convergente, entonces | f(2) dr también es con-
pergente ly )

4o oo
if{z}dré E ¢ (z) da.

Ejemplo &, Analizar la convergencia de la integral
J-ms

§ dr
‘ (14 °
Soluci6n. Notemos que para {1 <=

1 1
AT <o
Luegu,
Foo

i 1
S i At
1

o
=,
i

por tanto.
=} ma

dx
S 23 (1} ¢%)
i

converge ¥ su valor es inferior a la 1.
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Teorema 2. Si para todos x (z > a) se verifica la desigualdad
+ oo o

0 < g (x) <f(x), siendo 5 ¢ (r) dx divergente, entonces E J(x) dx
también es divergente. i !

Ejemplo 5. Analizar la convergencia de la integral

400 ;
-4
S Vo dx.
1
Notemos que
Ve T YE Vi
Pero,
2o 2y ;
x -
== lim 2 — .
$ Ve h_[l:’nm Vi L <+ 0o

Por tanto, la integral dada os divergente.

En los dos dltimos teoremas estudiamos las integrales impropias
de las funciones no negativas. Para el caso de una funcién f (z) que
cambia designo en un intervalo infinito, tenemos el teorema signiente,

{00 R
Teorema 3. Si la integral | |f (x) |dr converge, entonces | f (x) dz

(41 ke
también converge. En este caso la dltima integral se |lama absoluta-
mente convergenfe.

Ejemplo 6. Analizar la convergencia de la integral

Solueién. Aqui el integrando es una funcién de signo variable. Note-
mos que

senx| .| 4
3 | =2 |
400
Paro S h-- AT [
" ;—__;‘L'Ii t —-i'.
1
.i.m
Haq X

dr es convergente, de lo que se deduce

Por tanto, la integral S

3
que es convergente también la integral dada.

2. Integral de una funcién discontinua. Sea f (z) una funcién
definida y continua para a < z <~ ¢. Pero en el punto z = ¢ la
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funcién, o bien, no esti definida, o bien es discontinua, En este

caso no se puede definir la integral [ f (z) dz como limite de sumas

Lt
integrales, puesto gue la funcién f () no es continua en el segmento
la, el y este limite puede no existir.

La integral {f({z) dr de la funcién f (z), discontinua en el
punto ¢, se dat&r';'nina del modo siguiente:

e b
fr@dz= lim | f(z)dx

b-+e—0Da
Esta integral se llama integral impropia convergente si existe el

limite del segundo miembro de la igualdad y se llama divergente

en el caso contrario.
Si la funcidn f (z) es discontinua en el extremo izquierdo del

segmento [a, ¢] (es decir, cuando = = a), entonces, segin la defi-
nicion:

{fiodr= Nim §f(2)dx

b=a+0h
Si la funcidn f (z) es discontinua en un punto = = 7, dentro del
segmento la, cl, entonces:

£

§f@)dz= Eﬂ:}dm-l-:if{:}dz.

si existen ambas integrales impropias del segundo miembro.
1

" d
Ejemplo 7. Calcular s L
s Vi—z
Soluciin.
’ d - d b
T x
— & = lim R S TR T et I
§ Vi—x best-n = Vi—= b+1-10 Vi-z o
- — Jim 2]V i—b—1]l=2
boei—0

1
d
Ejemplo 8. Calcular la integral S u;:;

Solucion. Como dentro del su‘fmnntu de lnlegrm:iﬁn axiste un punto
z=0, en el que el integrando es discontinuo, la integral debe ser repre-
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sentada como la suma de dos términos:

H ] i i 5

(L= tim S5 tim (25
S % e+t 0 o T

-1 -1 L

Caleulemos por separado cada limite:
By
lim f-;-= — Hlm L5 e A lim —1'-——-’—) = oo,
Ep—+—8 x gp-+=0 £ |1 e B | — 1

Por tanto, en el intervalo |—1, 0] la integral diverge

TR i, S T (I—H—-]=m.

2
By 0 - < Ex—+1-0

Entonces en el intervalo iu, 1] la integral también diverge.

Fig. 222

. Asi, Ia integral dada diverge en todo el segmento [—1, 1]. Notemos que,
si hubidrames caleulado la integral dada, sin tener en cuenta la discontinuidad
del integrando en el punto == 0, habriamos obtenide un resultado errdneo.

En ofocto, l
t dr 1|t

e e —

= (=25 -

=4

lo que ¢s imposible (fig. 222).

Observacion, Si la funcidn [ (z), definida en el segmento [a, &,
tiene denlro de este segmento un mimero finito de puntos de discon-
tinuidad: a,, a;, . .., @,, la integral de la funcién f (z) en el seg-
mento [a, b] se determina del modo siguiente:

b i o b
Sf(@ydr=\f(z)dz+ | f(a)de+ ... + § f(z)dz,

si cada una de las integrales impropias del segundo miembro conver-
ge. Si por lo menos una de las integrales diverge, entonces,
b

{ f (z) dr es también divergente.
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Para determinar la convergencia de integrales impropias de las
funciones discontinuas y calcular sus valores se pueden aplicar
frecuentemente teoremas andlogos a los teoremas de las integrales
con limites infinitos.

Teorema 1'. Si las funciones [(z) y 9 (x) son discontinuas en el
punto ¢ del segmento la, c¢l, mientras que en todos los puntos de este
segmento se cumplen las desigualdades

¢ (x) = [ (x) >0,
v § @ () dx es convergente, entonces | j (z) dx es también convergente.

Teorema 11'. Si las funcionas | (z) y @ (2) son discontinuas en el
punto ¢ del segmento la, ¢|, mientras que en todos los puntos de este

segmento se cumplen las desigualdades [ () > @ (£) = 0 y [ ¢ (2) dz

15
es divergente, entonces | | (£) dx es también divergente.
i

Teorema 111°. Si f (z) es una funcién de signo variable en el seg-
mento la, ¢l y discontinua sélo en el punto e, mientras que la integral

S

impropia § | f (z) | dz del valor absoluto de esta funcién es convergente,

il
entonces la integral 5 J (z) dz de la misma funcidn [ {z) es también
il
convergenie.

A mepudo se toma T_L? como funciones de comparacién,
C— X
comodas para comparar con las funciones que se encuentran bajo el
[
signo de la integral impropia, Es ficil comprobar que s ﬁd:
ale—ux
L]

converge para @ < 1 y diverge para a@ > 1.

&d.l".-'.
(z—a)

Lo mismo sucede con las integrales X

“r

Ejemplo 9. <:Es convergente la inlegral

i

¥ | 4
—_— drd

§ V z-+ 423
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Solucion. El integrando es dizcontinue en ¢l extremo izquierdo del seg-
mento [0, 1]. Comparindole con la funcidn ——1u_=,—. tenemos:

7

i |
Vare® ~ 5"

La integral impropia S% existe, Por eopsiguicnte, la integral impropia
z

de la menor funcidn, o3 decir, R : dz, \ambifn existe.

o Vrtae®

§ 5. CALCULO APROXIMADO DE LAS INTEGRALES DEFINIBAS

En la parte final del capitulo X hemos indicado que no toda fun-
cién continua tiene una primitiva expresada mediante funciones
elementales, En estos casos el cdlenlo de las integrales definidas
por la aplicacion de la formula de Newton-Leibniz es dificil por
lo que se utilizan otros métodos para un cilculo aproximado de las
integrales definidas.

Expongamos algunes métodos de la integracidn aproximada,
partiendo de la nocion de integral definida como limite de una suma.

I. Formula de los rectangulos. Sea y = [ (x) una funcién continua
en el segmento [a, b]. Caleular la integral definida

b

§ [ (z) dx.

a
Dividamos el segmento |a, &l por medio de los puntos a = g,
Tyy Tay -+ oy Xy = b en n partes iguales de longitud Ax:

s b — a'
n
Designemos por Yo, ¥iy ¥as - - -1 ¥n-1y Un los valores de la fun-

¢ibn f (z) en los puntos zy, xy, Z3, . . ., T, €5 decir,
wo =f(x)i 1 = Flm)i - 5 ¥n = f(2a)-
Formemos las sumas:
oAz + yAx + . .. 4 Yuoydz,
PIM + Az 4+ ...+ y, Ax.

Cada una de estas sumas es una suma integral de la funcidén
{ (2) en el segmento la, b], y por eso, expresa aproximadamente la
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integral
b
S?‘(I}diﬂh%ﬂwu'i‘m“l‘yz‘I— von = ¥n—th (1)
[
Si(i’]itﬂé:—u{91+yz+ ces =+ ¥n) (1)

Estas son las férmulas de los rectinguleos. De la figura 223 se
deduce que, si f (z) es una funcién positiva y creciente, la férmula (1)
representa el drea de una figura escalonada, compuesta por los

i fi
yn ¥ -"|".-I",.| -ﬂn .F_,..--"—'—

ﬂp!"ﬂ

L
Uy
o

TO] K@ Xp Xz Xgy XD

Eanl

Fig. 224

rectingulos «interioress, y la férmula (1°), el drea de la figura
escalonada, compuesta por los rectingulos «exterioress,

El error que se comete durante el caleulo de la integral por
la férmula de los rectingulos es tanto menor cuanto mayor sea el

& i PERET — i
nimero n| es decir, cuanto menor sea el paso de la division r = = ) :

Il. Formula de los trapecios. Es natural esperar un valor més
exacto de la integral definida, si cambiamos la curva dada y = f (2)
no por una linea escalonada que utilizamos para la férmula de los
rectangulos, sino por una linea quebrada inscrita (fig. 224).

En este caso, en vez del drea del trapecio curvilineo a4Bb obte-
nemos la suma de las dreas de los trapecios rectangulares limitados
por arriba por las cuerdas 44y, 444,, . . ., A, B. Como las areas de

estos trapecios son respeclivamente iguales a yg—é—y. Ax, ME-—E? Az,
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afc, entonces

1]
51{I}diﬁ(yu—;yuﬂi+yiﬁyzm+ _I_E_r}%_#_n_m)'

b
Snx:rstm”:“(”“z”“-—ﬂl—y,-wznt +y,.-,)- (2)

i
Esta es la fiarmula de los trapecios. :
El nimero n se elige arbitrariamente. Cuanto mayor sea este
b—a

piimero n y, por tanto, cuanto mencor sea el paso Ar= , con

tanta mayor precision la suma del segundo miembro de la igualdad
aproximada (2) expresara el valor de la integral.

I11. Formula de las pardbolas (Férmula de Simpson). Dividamos
el segmento [a, &] en un niimero par n = 2m de partes iguales, El drea
del trapecio curvilineo correspondiente a los dos primeros segmentos,

O T % % % X4 %D~
Filg. 285 Fig. 226

25, 2] ¥ [z;, 2] ¥ limitado en su parte superior por la curva dada
y = f (z), se sustituye por el area de otro trapecio curvilineo limi-
tado por una pariabola de segundo grado que pasa por los tres puntos:

M (o, Yo): M! (x4, ¥1)3 ME (T2, Wa)

y tiene el eje paralelo a]l eje Oy (fig. 225). Tal trapecio curvi-
lineo es un trapecio parabilico.
La ecuacién de una pardbola con el eje paralelo a Oy es

y = Axr* 4+ Bx + (.

Lios coeficientes 4, B, y € se determinan univocamente de la
condicién de que la parabola pase por los tres puntos dados. Construi-
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~ mos también parahutas semejantes para otras pares de los segmentos.
" La suma de las areas de los trapecios parabélicos da el valor apro-
ximado de la integral.

Calculemos al principio el Area de un trapecio paraboélico.
Lema. Si el trapecio curvilineo estd limitado por una pardbola
y=4x + Bx 4 C,
el eje Oz y dos ordenadas, la distancia entre las cuales es igual a 2h,
entonces su drea es igual a

h
§ =3 (o + Ay + 1)y (3)

donde, y, e Y. son ordenadas de los extremos ¢ y, es ordenada de la
eurva en el punto medio del segmenio,

Demostracion., Dispongamos el sistema de coordenadas auxiliar
del modo como se indica en la figura 226. Los coeficientes en la
ecuacion de la pardbola y = Ax* | Bz } € se determinan de las
siguientes igualdades:

8i rg= —h, entonces: ya= AR®— Bh | C;
si r, =1, entonces: Yy = L (4)
si z, —h, entonces: ys= A2+ Bh - €

Considerando que los coeficientes A, B, € son conocidos, deter-

minemos el drea del trapecio parabélico mediante la integral defi-
nida:

Sjj‘(ﬂx’+ﬂx-|-{;jdz=[ﬁ_.+"?_{a4 Cx ]
“h
—h

=-§- (2AK* + 6C).
Pero, de las ecuaciones (4) se deduce que
o + 4y + ¥ — 24R* 4 60,
Por consiguiente,

' h
S = o+ 4th + 3,
lo que se trataba de demostrar.

Regresemos a nuestro problema principal (véase fig. 225). Utili-
zando la formula (3) podemos escribir las siguientes ipualdades apro-
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ximadas (h = Nu):
Ax

L
Le

f (x) dxr = — (o + 4y, + ¥a),

@) dr 2 2 (g 4 Altzut + Yam)-
PR ¢
Sumande miembro a miembro, obtenemos a la izquierda Ia
integral buscada, y & la derecha, su valor aproximado:
b

A
Sf[ﬂd‘l#'{(h‘f‘dyz‘F 2ys 4 4y
) " ww + 2;1‘-“—2 + ﬁy!m'—'l.-i- yﬂm.]q Iﬁ}
iy

S;mdwﬁ:;;lyn+yzm+ﬂiy:+ Vot -0 Yam—a) +

L

a4+ vt oo F rm-a)]

La tltima es la fdrmula de Simpsor, Aqui el ndmero 2m de los
puntos de division es arbitrario; pero cuanlo mayor sea esle namero
tanto mayor es la precision con la que la suma del segundo miembro
de la igualdad (5} expresa el valor de la integral %).

Ejemplo, Caleular aproximadamente:
¢ dr
In 2= % = :
i I
|

Solucidn, Dividamos el segmento [{, 2] en 10 partes iguales (fig. 227).
Haciendo

2—1
5 — 01,

*) Parn determinar el nimero de puntos de division que se deben tomar
Furu caleular la integral con un grado de precizién dado, se pueden utilizar las
drmulas de evaluacitn de los errores cometidos durante el eileulo aproximade
de la integral. Aqui no se dan estas [ormulas de evaluacidn.

A
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formamos la tabla de los valores del integrando:

x5 L= i X W= '!
x &
1

zg=1,0 po = 1, 00000 rg—1,6 v == 0,62500)
Iy = 1¢I H‘=ﬂ.mg Xg == ‘.T PT=DtEBEH
Tg=1,2 ye = 0,83333 Tg=18 ys=0
ry=1,3 yy=0,76923 | ;=19 yg="0,52632
15_1.5 ya—:ﬂ,ﬁﬁﬁﬁ?

I. Segin la primera férmula de los recténgulos (1) obtenemos:
2

S i‘;— = 0 (Yot Us 4 oo+ Ug) =04 T, 48173 =0, TI87T.
i
Segin la segunda formula de los recténgulos (1') ebtensmos:

3 [
S Ff' =01 {5y + yat - ..+ yyg)=0,1-6,68773== 1), B6KTT.
|

Directamente de la figura 227 se deduce que en ¢l easo dado la primera
[drmula da el valor de la integral por exceso y la segunda, por defecto.

Ly

|

-ﬂf No=1 *r!;l d=dipg

=1

Fig., 227

Il. Segin la formula de los trapecios (2) obtenemos:
2
S .i‘&imn,i {J—anﬁ'i_g.ﬂ,m??:a) — 0,69377.

2

I11. Segin Ia fdrmula de Simpson tenemos:

2
5 f}sx%{lh-l- Vo2 (at va-t vat v+ A u vt v+ vt vl =

n%’— (140,54 2-2,72818 + 4-3,45055) == 0,60315.
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i
En realidad In 2 - S -E‘;_—ﬂ.ﬁﬂ.'iiﬂz (con precisidn de hasta el séptimo
|
digite decimal).
Por congiguiente: al dividie ol segmento [0, 1] en 10 partes iguales obte-
NeImOS:
— pegin la férmula de Simpson, cineo digitos correctos,
— segin Ia firmula de los trapecios, solamente tres digitos correctos,

— segin la formula de los rectingulos, podemos estar seguros de que sola-
mente el primer digito s correcto,

§ 9. FORMULA DE CHERBISHEV

En los cdlculos téenicos se utiliza frecuentemente la formula de
integracién aproximada de Chébishev. Supongamos que es preciso
calenlar

b

§ f(o)dr,

L]

Sustituyamos el integrando por el polinomio de interpolacion
de Lagrange P () (8 9, cap. VII), tomando en el segmento [a, b
n valores de la funcion: f (z,), f (22}, . . . [ (z,), donde zy, 2z, . ..
v oy T, Son los puntos arbitrarios del segmento la, bl:

f-?'_—__l".:} [z —ag).iolr—a)

n e b :
L R ")
{'T_"II}{E_IJ}*--{I_IH}
- - flzs) +
{IE_‘Ii}{mE_:HJ--'{JIE_IH}
4 (r—x2) (2 —Ta) ... (2 — 2, -y) [ (xo). )

(o — T {Tn—Zg)« o+ (T — Tn—1)

Obtenemos la siguiente formula aproximada de integraciom:
b Jf
{10 dr= | P(2)dz, (2)
e i
la que después de algunos cileulos toma la forma:

b
[ flx)dr = C\f (x) + Cof (22 + .+ + Cof (Tn), (3)
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donde los coeficientes 'y se caleulan por las férmulas:

b
ﬂ‘“-:S {I_II]+-1{I_IJ-|_IJ{I‘_II+I]---{I_‘:nl -

(4)
ﬂ (T — ). il —x—g) (21— Zppy) (T — 24)
La férmula (3) es complicada e incémoda para los cilculos, puesto
que los coeficientes ', se expresan mediante fracciones complejas.
Chébishev planted el problema inverso: dados en vez de las
abscisas ;. &, . .., 7, loscoeficientes €'y, Cz . . ., €, determinar
las abscisas 7y, Z», . . .\ Ty,
Los coeficientes ; se dan de modo que la formula (3) sea la més
simple posible para los caleulos. Es evidente que esto se logra cuando
todos los coeficientes € son iguales entre si:

I':1=If-'g=.... ={:n.

Designemos por €, ¢l valor comiin de los coeficientes €y, C,, . . .
. €, entonces la férmula (3) toma la forma:

b
Si@)de=Colf (x) + [z + ... + flza)]. (9)

La formula (5) representa en general una igualdad aproximada,
pero si f {(x) es un polinomio de grado no superior a (n — 1) obtene-
mos entonces una igualdad exacta. lIsta circunstancia permite
determinar las magnitudes €, zy, Ta, . .., T,

Para obtener una férmula comaoda para todo intervalo de integra-
cifn, transformemos el segmento de integracion (e, &) en el segmento
|—1, 1]. Para esto hagamos

a+b b—a
b f— t;
2 * 2

entonces para ¢ = —1; x = a;
para t =1, x =

Por consiguiente,

b
S;{:]d:::b_a Sf("+b+b_at)dt=b_ﬂ Sﬂ*i-’-}dh

2

T N
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donde por ¢ (t) estd designada la funcién de ¢, que se halla bajo el
signo de la integral. Asi, la integracién de una funcion f (z) en el
segmento |a, b] siempre puede ser reducida a la integracion de
alguna otra funcién ¢ (z) en el segmenio [—1, 1L

El problema se ha reducido a la eleccién de los nimeros
Coy Zis Ty - - -y &y 20 la formula

1
j'f{:‘]dx_—"ﬂn[fl:xl:l +1lxd + oo [ (x)] (6)

de modo gue esta formula sea exacta para cualquier funcién [ (z)
de la forma
fley=as+ax+ax*+ ... +a,.a""" (7

Notemos que

i i

j f(x)dz= g (@0 + @z +azr" + ... 462" Ndr=

- =
-y

n

). si m es impar;

{
2(a.+—-+ 2t s

2( + —I— e ﬂ”":), si n es par. (8)
n—-

\

Por otra parte, la suma del segundo miembro de la igualdad (6),
en virtud de (7), es igual a

Calnas+ay(z, + 2+ ... +2)ta@+at ... +200+ ...
B S ) o B S R ot | M (<

Igualando las expresiones (8) y (9), obtenemos la igualdad que
debe ser véilida para cualesquiera a;, ay, as, . . ., @,y

(m++++)

=Culnas +ag(zi+ 2+ ... +2)+a(@H+a+... +2H)+...
e FOueg (Z 2 2N
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Igualando los coeficientes de ay, a4, as, aj, .
dos miembros de la igualdad, tenemos;

2=C.,n o E,.=E: "
mn

it L3t oo Fxp=0;

: Q-J PR ﬁ:—_-—i=£=
I+ 2+ + .3
Bn+n+ ... +5=0

& % S 2__’_{.
II+:3.-|-"- +In—&:_“'—5r‘

.................

s ay %-I ﬂ-ﬂ Iﬂ"

(10)

Hallamos las abscisas z;, #a, . . ., %, de las altimas n ecuaciones,
Chébishev encontré estas soluciones para diferentes valores de n.

uﬁﬁ:ﬁi.ﬂ: Coeflclente Cp | Valoresa de abacises xp, x5, ..., Zn|
3 2 xy= —xy=0,707107
3 =10
i ry= —x,=0,T84654
4 5 Tp= —23—0, 1875082
9 = —xg=0,892498
by 3 23 = — 2, =0, 374541
.'I!;=ﬂ' '
lI. Iy= —1I ED.MT
6 3 23— — 25— 0,422519
Ty= —x,=10,2008635
zy = —x; = 0, 588862
7 2 Tp= —xg={_,520657
i Iy=—Ip= 0,323012
I‘Elﬂ
Iy = —xg==0,011580
2 Tp=—z3 =0, 601019
Ty = —xy =0, 167906
Ty =
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Abajo se dan las soluciones halladas por él para los casos en que
el numero n de puntos intermedios es igual a 3, 4, 5, 6, 7, 9.

Por consigniente, el céleulo aproximado de la integral en el
segmento [—1, 1] se efectia segin la siguiente férmula de Chébisher

Sﬂz}d:=§m:.1+ﬂm+ R !

=
donde, n es uno de los nimeros 3, 4, 5, G, 7 0 9, y o, .. ., x,,
niimeros representados en la tabla. No se puede tomar por n el
pimero 8 u otros numeros superiores a 8, puesto que en este caso el
sistema de ecuaciones (10) da las raices imaginarias. Cuando los
limites de integracion de la integral dada son a y b, la formula de
Chébishev toma la forma;

¥
jn:mm":‘{nanxw e X

donde Xlz-h-.; = E—;—ﬂ- i =1, 2, ..., n) y los z tivnen los

valares indicados en la tabla,
Demos un ejemplo de cileulo de una integral con ayuda de la

f6rmula de Chébishev,
2

Ejemplo, Calcular S d—:-[ = |n 2).
!

Aoplucién, Mediante la sustitucidén de ur_iahlus, transformemas easta ints
gral an otra que tiene —1{ y { como Hmites de integracidn.

342 2—4, 3 ¢ At
B o e el e e v T e

di
#=Ti

Entopces,

Aplicando la férmula de Chébishev calculemos la dltima integral,
haciendo m=3: )

|
{ 10 at=5 1 ©707107) 41 0) + 1 (—0,707107).
-1
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Pueslo que ; :

nua-.#}-:u,aaaaaa.

1 1
Py T _— = =i
A G IO 2, e, iy
anlonces:
TR
g = o (0.260752+4-0,333333 -+ 0,436130) =
=1
= %.1,039215 = 0,802810 = 0,689,
Comparando este resultado con los resultados obtenidos la férmula

de los rectangulos, de los tru?ecim v la de Simpson (véase el ?umpiu del pé-
rrafo anterior), notamos que el resultado obtenido mediante la formula de Ché-
bishev {con tres puntos intermedios) es mis preciso y esti mis cerca del valor

real de la integral que ¢l resultado ohtenido segin la férmula de los trapecios
(con nueve puntos intermedios).

La teoria del caleulo aproximado de las integrales estd desarrolla-
da en las obras del académico A. N. Krilov (1863-1945).

§ 10. INTEGRALES DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO
Devivracion de faxs infegrales dependicntes de un pﬂl‘-ﬁ:mf’!rﬂ.

Sea la integral
]
[{a)=| [z, a)da, (1)

en la que el integrando depende de un cierto pardmetro a. Si el paré-
metro a varia, el valor de la integral definida variard también. Asi,

la integral definida es una funcién de a; por esto podemos designarla
por [ (a).

1. Supongamos que [ (x, a) v fz (z, o) son funciones continuas
en las que

e asdyageLb. (2)
[Hallemos la derivada de la integral respecto al pardmetro a:
o Ll ) — 1 (@)

Am —~ 0 Act

Para hallar esta derivada notemos

=t ().

'
[ 4 Aa)=\ flr, o + Aa)dr
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¥. por tanto,

b [}
Tla 4 Aa) — () =\ f(z, &+ Aa)dz — [ f(z, @)dz=

il By

[f(x, o~ Aa) — [z, @)]dx;
]
I (et 4 Aet) — 1 (o) ___E [z atAa)—flz, @) .
Az Aa :

Aplicando el teorema de Lagrange al integrando, tenemos:

@ at+ba)—1@ @ _r o gam),
Az

donde 0 < 6 < 1.

Puesto que [i(z, @) es continua en el dominio cerrado (2),
antonces:

falz, &4 0 Aa)=/{f; (z, o)+ e,

donde hﬂ magnitud e que depende de z, a, Aa, tiende a cero, cuando
Aa — 0,

De tal modo:
L]

s b
I (e + ﬂ:}—f{ﬂ:}= S[ﬁ' &, a:,_l_glirzjfﬁ[m. a)dz + gad.r.
L

ia [

Pasando al limite para Aa — 0, obtenemos *}):
b

=IL[¢]=§3’;(I. o) dx

Wi I 4 Aa) — T (o)
Aa — 0 Ao

] t
1§ flz, @)dz]e=1{/alz, a)da.
-1 a

La Gltima férmula se llama férmula de Leibnis.

*) El integrando en la integral E edx tiende a coro para Az — 0, Del hecho
de gue el integrando tiende a naruum cada punto, no siempre se deduce que
la integral también tiende a coro. Sin embargo, en el caso dado, ?j edr tiande
a cero para A — 0, lo que admitimos aqui sin dnmnulruiﬁmﬂ
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2. Supongamos ahora que en la integral (1) los limites de integra-
eibn a y b son funciones de a:
b{x)

H@)=0[s, a(@), bl)]=_ }d f(z, a)dz. ()

D |a, a(a), b (a)l es una funcién compleja de a, siendo a y b los
argumentos intermedios. Para hallar la derivada de { (a), apliquemos
la regla de derivacién de una funcién compleja de varias variables
(véase § 10, cap. VIII):

D D da D db

I'(a)= .
(@) ﬂﬁ+6‘ﬂ d-:;+ﬂbdc:

(3)

En virtud del teerema sobre la derivacién de una integral defi-
nida respecto a su limite superior variable (véase la férmula (1) § 4),
nbtenemos:

flz, a)dz=f[b(a), «],

d
f(z, @)dx= -—EEXHIT a)dr= — f[a (), a].
']
Finalmente para calcular oy apliquemos la f6rmula de Leibniz,

et
abtenida anteriormente:

1]
g=51’;{x. a) dx.

[ntroduciendo en la férmula (3) las expresiones obtenidas de las
derivadas, tenemos:

b fe)
I () = I fa(x, a)dz <+ f[b(a), m]%—flﬂ{a}, a]%. (4)
a el

La formula de Leibniz permite calcular ciertas integrales defi-
nidas,

Ejemplo. Calculer la integral

dr,

]
R o-x 300 az
A r

']
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Solueitn, Notemos, que no se puede calculor directamente esta inte-
gral, puesto que la primitiva de la funcidén e ¥ e

no s expresa modian-

te funciones elementales, Para calcular esta integral, considerémosla como
funcidn de un pardmetro @

I (@)= S )
L1}

Entonces, su derivada respecto a o se halla seglin la [6rmula de Leibniz®):

" a)= g [f‘:“miw];d:= :\; e~% cos or dr,

La iiltima integral se caleula fécilmente con ayuda de las funciones elemen:

tales v es igual a . Por eso

1-f-exd

. -
e E o
integrando la identidad obtenida, hallamos | (a):
I (a)=arctga+C. (5)

Ahora falts determinar €. Poara esto nolomos que

=5 [ )
I UJ:--=-§ % F’B:”;d:= g Odzr—0,
B

Ademas, arctgU=10.
Poniendo en la igualdad (5) =0, obMenemos:

I{0)=arctg04-C,
de donde € =0, Pur consiguiente, pars todo valor de « se verilica la
igualdad

Iig)=arctp o,
es decir,
=5
S e* H';m dz = arcly a.
it

La Iérmula de Leibniz se ha obtenido en la suposicién de que los limites
de integracién « y b son finitos. En este caso lu férmula de Leibniz también
es vilida, aunque uno de los limites de integracién es infinito.
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§ 11. INTEGRACION DE UNA FUNCION COMPLEJA
DE UNA YARIABLE REAL

En el § 4, cap. VII, hemos determinado una funcién compleja
de la variable real z:

Fl2) = u(x) + iv(2) (1)
y su derivada: B
f (@) =u {z) + iv (). (2)

Definicién. La funcién F (z) = U (2) + iV (2) 88 llama primitiva
de una funcién compleja de la variable real z, si

F (2) = ,r (), (3)

U (x) + iV () = u{z) + iv (2) (4)
De la igualdad (4) se deduce:
U () = ulx)
V' {x) = v {z),
es decir, U/ (z) es la primitiva para u (z), y V (z) es la primitiva
para u{a:}
De la definicién y la dltima observacion se deduce que, si Fx) =

= U (x) + iV (z) es la primitiva para f (z), entonces la primitiva

cua]quiam para f (z) tiene la forma F (z) + €, donde ' es una cons-
tante compleja arbitraria.

La expresién F (z) + ¢ se llama integral definida de una funcién
compleja de la variable real y se escribe:

[ (2 de = (u(z)dz+ 1] v(z)dz=F(z) +C. (5)

La integral definida de una funcién compleja de la variable real
se¢ determina del modo siguiente:

si ;{z} = u (x} 4 iv(2),

es decir, si:

entonces:
!

1. 1
ffdr=fu(@dz+1ifv(z)dz. (6)

Esta definicién no contradice, sino que concuerda con la defi-
nicién de la integral definida como limite de una suma.



474 Integral definida

Ejercicios para el capitulo XI

|. Calcular las integrales definidas, considerdndolas como limites de
la suma integral sy,

b
§ s2dz,
a
Indleacién: Dividase el segmento {a, b] en n partes mediante los IEm.u'ﬂ.ﬂm
n/E —al
r=agl{t=0, 1, 2, ..., n), donde qﬁl/%_ Hespuesta: L 311 2. S -‘—ii i
a

donde 0< a< b. Hespuesia: ln%.

Indicacién. Dividir el segmento |a, b] como en el ejemplo anterior.
b
e \ E II‘ .'.l'.
3. \ Vzdz. Respuesta: _ﬁ'{b —a'"),
=]
Indicacién: Véase el ojemplo anterior.
b
4. § senzdz. Respuesta: cosa—cos b,

Indicacién, Establézcase previamente la identidad siguiente: sena -

o8 (u 1—%) -ma[u+nh -%)

+-sen(a-+4-h)4-senfa+2h)+. .. +senjat-(n—1)h]=

h
Esaui

para esto es preciso multipliear y dividir todos los términos del primer

miembro por mn__} y sustituir el producto de senos por la diferencia de

COSEIGE,
[ ]

5. { coszdz. Respuesta: sen b—sen a.
i

Utilizando la férmula de Newton-Leibniz, calcular las integrales defi-
nidas:

B. §:id:r. Hesp. -;- 7. ¢*dx, Resp. e—1. 8. senxdx, Hesp, 1.

-
-l:l'l-"_-"1n|_::|

n dx

dx n
9. gm-i. RE]'F‘ T_ 10. ) m‘+ Resp. T. 11. tﬂ':d:l'. Resp.

el

EMHEH

x x
?. Resp, 1. 13. S E—E Resp. In z. 14, g sen = dx. Hesp. Ea&n‘% .
i 0
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x 2
S I — -’:3'15 q"'_’"i. Res. ln(21—1). 17.

Ve

cos? z dr.

et :|H

n

Resp. %. i8. Ss&nizﬁr. Resp. % g

Calcular los valores de las integrales siguientes, empleando las susti-
tuciones indicadas de variables:
EL

.

2
19. Ssan:mﬂzd’z. cosr—1. Resp, --3— 20. S P

:h:uu: ’
0

ig -:- —t. Resp.

& i
T xr Ew dr
B e U2 o= Bup, 2 .n.s . Z=igt.
V5 g VErD e R P
L]
& 3
Resp. 211, m. S Va ot v =12 Resp. 2(2—aretg2). 2. S
4 2 r : Vv
1 3
£
)

oos o dip
p B— hsen g+ sen? g
| 1
[lemostrar que  26. gr“"[i—:]“d.-rzzg:“[i—:]""dr{m}[li n > 0).

. Benp=1{. Resp. tni.

1
1=, Hesp, ltl .E.‘in. 3

b I o L]
£
5 f(z)dr= S flab—zx)dz, 28. ,1‘{:-.‘1}.E:|.'=_i‘1 S { (£3) dzx.
il 0} - =il
Caleular las integrales impropias siguientes:
1 - oo
rdx - ifx
2. S —--—Vl_:’ . Hesp. 1. 30. S e~*dr, Resp. 1. . S N Hesp.
] i
I i d
n - 4 x
E !Ili :}ﬂ]. 32, S —m 4 Hﬂl‘p T 33, R —z'-_i' "flp e L T S Inxdz.
fesp, —1. 3. S rsenxdx, Hesp. Laintegral diverge. 36. S — , Resp. Lo in-
i Ve
R 1 4 '
. dx x 3 dr
tegral diverge, 37. S e e flesp. =, 38, Ti . Hesp. Ok 39, g

—xd 1] i}
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oo 1
3 d dz n dr
Aesp. La integral diverge. 40.\ —————, Resp.—— . -H..S —;-. Hesp. La integral
5 ol s . “s:‘

gy e 1]
diverge. 42. g e~ %% apn bx dr {a > 0). Resp. n‘-_i-'..}_’ . i, S‘ e "= cos bx dx (a>0),
(it B
il
Hesp. b

i‘.‘-nlculi r los valores aproximados de las integrales:

&6, In5= g -d:i. segiin la férmula de loa trapecios v la do Simpson (nh==12).
L
i

Respuesga: 1,6182 (segun lI: formula de los irapecios); 1,6088 (segin la

férmula de Simpson). 45. j 3 dr, segin Ya [drmula de los trapecios y la de
i

i
Simpson (=10}, Respueste: 3600; 3660, 46. | 1/ 1—x3dz, segin Ia lormuls
0

& |
de los trapecios (h=06), Respuesta: 0,B8100, 47. q EEIET' segiin la [Grmula

1
10

de Simpson (n=4), Hespuesta: 0,8111. 48. 5 logyer dz, segin la fdrmula de
1
log trapecios y la de Simpson (n= 10}, Respuesta: 60656; 60806,

idr
i

49. Calcular el valor de n, partiende de la correlacidn . ol

4

L= 1 I

aplicando la formula de Simpson (n=10), Nespuesta: 3,14150,
EL

ma—
L]
-

). S Hﬁ:r dr, segin la formula de Simpzon (n=10). Respuesta: 1,371,
U

M. Partiendo de la igualdad St"” d:-—-%. donde & ™> &, hallar el
[

valor de la intogral sc"x.:“ dz, para n > 0. Hespuesia: nl
]

L e ]
52. Partiendo de le igualdad —,Ez =2, hallar el valor de 1a
xi4-a 2V a

1.3.5...{2a—1)
2hnl s

dx n
integral S W. fespuesia; 5
1]
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. ¢ 1—emnx
33. Calcular la integral S — g dx Resp. In (1 4+ o) (x> —1).
0
1
. Utilizando In igualdad S zh-1dx a%, calcular la integral
o

k!

z"=1 (In £)* dz. Resp.: (— 1)* .

nltt



CAPITULO Xl

APLICACIONES GEOMETRICAS Y MECANICAS
DE LA INTEGRAL DEFINIDA

§ 1. CALCULO DE AREAS EN COORDENADAS RECTANGULARES

Si la funcién f (r) = 0 esta en el segmento [a, bl, entonces, como
ya es sabido (§ 2, cap. X1), el drea del trapecio curvilineo limitado
por la curva y = f (z), el eje Oz y las rectas z = a y = b (fig. 210)
es igual a:

Q=) f(z)dx. ()

B Sy B

b
Si f (z) < 0 en el segmento [a, b], la integral definida | f (x) dz

il
es también <0. Su valor absoluto es igual al drea @ del trapecio
curvilineo correspondiente:

[
—0=|f(@dx.

Si f () cambia de signo un nimero finito de veces en el segmento
la, b] entonces, podemos descomponer la integral a lo largo de todo

Fig. 228

el segmento [a, b] en la suma de integrales en los segmentos parcia-
les. La integral es positiva en los segmentos donde f () > 0, y nega-
eiva en los segmentos donde f (r) < 0. La integral a lo largo de todo
tl segmento representa la diferencia de las dreas dispuestas por arriba
y por debajo del eje Oz (fig. 228). Para obtener ordinariamente la
suma de las dreas, es preciso hallar la suma de los valores absolutos
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de las integrales en los segmentos parciales indicados o calcular la
integral:

Q=

Ejemplo 1. Calcular el drea @, limitada por la sinusoide ye=senz y el
eje Oz, para 0 x < 2n (fig. 238).

| f(z) | dz.

R -

Solueibn. Puesto que senx =0 para 0z <n, v senx< 0 pars a1 <
< r< In entonces:

" in n
.‘;h:-i sén z dx - [ 5 senxd:]:: .i |sen x | dx,
1] n

n
E Hu:ﬁ——m:f:——{man—mﬂﬂ}ﬂ—i,'a— {—1)=2,
L]

2
an

| senzdre= —cosz |n = —(c0od 2n—co8 7)) = — 2,

n

For tanio,
Q=24 | —2|=4.

Si es preciso calcular el drea limitada por las curvas y = f; (z),
¥ = fa () y las ordenadas z = a, z = b, a condicién de que f, (z) >
> [, (x) obtenemos (fig. 230):

[ b
Q={f,(z)dz— ;f mr}dzﬂ [f1 (x)— f2(x)] dx. (2)

B

Ejemplo 2. Caleular el drea limitada por las curvas (Fig. 231)

y="V=z o y=11,

Solueibn. Hallemos los puntos de intersecciém de las curvas: xe=1s2;
r=xi do donde: =0, z3=1,
For tanto,

1 1

'-?'=§ V;d#—g idx = S (Vz—122) d:-:%-:'fl
o 0

il | R I O
0 alg 3 a3 3°
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Calculemos ahora el drea de un trapecio curvilineo limitada por
la curva dada por ecuaciones paramétricas (fig. 232):

z=9 (), y= 1% (3)

e <tLP ¥y pla) =20, o(f) =20

Supongamos que las ecuaciones (3) definen cierta funcidn y =
= [ {(z) en el segmento {a, & y, por tanto, el drea del trapecio cur-

donde:

u y=xt
Y vx
ol %
%
'\"‘.
S
‘-"ﬂ
Fig. 250 Fig. 231

vilineo puede ser caleculada segun la formula:

B f
Q={f(R)dz=]yde.

Sustituyamos en esta integral la variable: = = @ (f); dx =
= ¢’ () dt. En virtud de las ecuaciones (3) obtenemos: y = f (z)=
= flg (1)l = ¢ (f). Por consigniente,

B
O=£¢mdmm. (4)

Esta es la férmula para calcular el irea de un trapecio curvilineo,
limitada por una curva dada en coordenadas paramétricas,

Ejemplo 3. Calcular el Area de un campo limitado por la elipse:

r=acC0si, y=>baenl

Solucibn. Calculemos el Grea de la mitad superior de la elipse y dupli-
quémosla. La wariable = ﬂriﬂn desde —a hasta +-a, por tanntn. t varia
desde =n hasta 0, Q=2 s (bsent){—asentdi)=—2ab S senlidi==

n T

o {—cos 2t ¢ sanli

w= 2ab g sent ¢ d:=z=hs = dtm2ab [T..-T]:-mb.
1]
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Ejemplo 4. Caleular el irea limitada por el eje Ox y un arco de la
cicloide z—=a (t—s8en 1), p=a{l—cost).

Solueién. Puesto que ¢ varia desde O hasta 2n, x varia desde D hﬂsl.a 2na.,
Segin la férmuls (4), tenemos:

Lk m

() = S g(l—cosd)a{l—enar) d:—n'ls (1 —cos 1) di =

oL

in
th*I dt = g li:iﬂ di=—nm,

'J

25

S df = 2w S cas & di 1.1;
£ L]
il
Finulmuniu ohlenemos

(}—=a{Zn -+ n)=a3na3,

§ 2. AREA DE UN SECTOR CURVILINEO
EN COORDENADAS POLARES

Sea p = f (0) la ecoacion de una curva en coordenadas polares,
donde f (0) es una funcion continua para a < 0 < f.

Determinemos el drea del sector OAB, limitada por la curva
p o= f({8) v los radios vectores ) = a y 8 = .

Fig. 238

Dividamos el drea dads en n partes mediante los radios vectores
0y =, 8=0 ..., 0, =p Designemos por A8, AB;, ..., A8,
los angulos formados por los radios vectores trazados (fig. 233).

~ Sea p; la longitud de un radio vector correspondiente a un Angulo
B, cualquiera, comprendido entre 0., y 0,.

Examinemos el sector circular de radio 5, v angulo central AG,.
Su area es igual a:

i -
ﬂ-@; = f [lii ﬁﬂg.

31 =534
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La suma
T

: &
Qu=r DjAU=F D\ I@IF &6,
i—1 =1

da el area del secltor wescalonados. Puesto que la suma indicada es
una suma integral para la funcion p* = f (6)]* en el segmentoa = 0 < f3,

Fig. 234

su limite para max Af; = 0 es la integral definida

i

1. “*
i = d0
25‘”1

Esta integral no depende de un radio vector p, elegido dentro
del dngulo A6,. Es natural, considerar este limite como el irea
buscada de la figura *).

Asi, el area del sector OAB es igual a:

i]
-r):lggp*;m (1)
6
B
0=% Slﬂﬂn‘dm (1)

Ejemplo. Calcular el drea limitada por la lemniscata (fig. 234).
p=a |/cos 20,

*) Se puede demostrar que esta definicién del drea no contradice a la dada
anteriormente: en otras palabras, caleulando el drea del sector curvilineo
mediante los trapecios curvilineos, obtenemos el mismo resultado.
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Selucién. El radio vector describe la cuarta parte del drea buscada
cuando 0 varia desde O haswa 7/4:

. mih ; mih . 20 n/k i
[ n
?Q--T‘; S prdl = — a? g cos 20 dﬁ-—-f:;wg A =£.IT*
2 . 2 o 2

por tanlo, {=a?

§ 3. LONGITUD DE UN ARCO DE CURVA

1. Longitud de un arco de curva en coordenadas reclangulares.
Sea y = [ (x) la ecuacién de una ¢urva plana en coordenadas rectan-
rulares,

Encontremos la longitud del arco A8 de esta curva, comprendida
entre las rectas verticales x = a y = = b (fig. 235).

] hrj;i-r i
Fig. 235

En el capitulo VI (§ 1) hemos dado la definicién de la longitud
de un arco. Hecordémosla. Tomemos en el arco AB los puntos 4, M,,

My, ... My, ..., B cuyasabscisas son, respectivamente, r, = a,
B TR L s i e Tracemos las cuerdas AM,,
MMy, ..., M, B, cuyas longitudes designamos respectivamente
por Asy, Asy, ..., As,. Obtenemos una linea quebrada AM, M. . . .

. M, B inscrita en el arco AB. La longitud de esta quebrada
es igual a
g = E .ﬂ-.'r‘;.

]

-

El limite al cual tiende la longitud de la quebrada inscrita,
c¢uando la longitud de su eslabén mas grande tiende a cero, se llama
longitud s del arco AB

4]
s= lim Y As. i)

mAx dag —= 0 jeuy
Demostremos, ahora, que si la funcién f (z) y su derivada f ()
son continuas en el segmento a < x < b, este limite existe. Al mismo
tiempo obtenemos el método para calcular la longitud de un arco.

e
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Imtroduzcamos la designacion:
Ay, = f(x;)) — [ (xi-4).

Entonees:

Ay = Vide) + i = Y1+ (i‘"") A,

X

segun el teorema de Lagrange tenemos:

Ay =) L‘”‘f""']:f{if:,?r

Az &f = &Tj=i
donde #;,_y <= 5; < x;. Por consiguiente,

As; = V1 = H{E!H: Ax;.,

De esle mode, la longitud de la linea quebrada inscrita es

=3 Vi+[f E)F Az

=1

Segiun la hipdtesis f (2) es conlinua, por consiguiente, la funcian
K1 + [f (2)]* también es continua. Por eso, la suwa integral escrita
tiene un limite igual a la integral deflinida:

n. ST I
5= lim PN VA G Az = VI 4 [f (o)) de.

mi% Axj = 0 i=1

Asi, hemos obtenido la férmula para caleular la longitud de un arco:

] b

§ = 5 VA4 [f (@) de = S ]/t + (g)dr (2)

@ f2

Observacion. Partiendo de la Gltima férmula, se puede oblener
la derivada de la longitud del arco respecto a la abscisa. Consideran-
do que el limite superior de integracion es variable y designandolo
por x (gsin cambiar la variable de integracion), obtenemos la longitud

del arco 5 en funcion de z:

5 {z) = g Vi |- (%)Eir
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Derivando esta integral respecto al limite superior, obtenemos:

£ Vi@

Hemos obtenido ya esta formula en el § 1, cap. V1, partiendo de
atras hipGtesis.

Ejemple 1. Hallar la longitud de la eircunferencia
24 yri=7,

Solucion. Calenlemos primero la longitud de la cuarta parte de la circun-
ferencia situada en ol proimer euadrante. La ecuaciom del arco AR ea:

O b dy x
sz V12— 2%, de donde; ——m — ——— .,
ye="V xs, de donde . [r"r“—.::-'“

Por Lanlo,

r 7 r
i I » T x Ir n
e = { | e = | e = P HECSON — | =,
4 S V F2em 5 T r [l:l z

: 2 Vri—z

La lengitud de teda la eircunlerencia es 5= 2nr,

Hallemos ahora la longitud de un arco de curva, en el caso en
que la eurva esta dada por ecuaciones paramélricas:

@), v=u( (at<p) (4)

donde, @ (1) ¥y ¥ () son funciones continuas que tienen derivadas
continuas, sin que ¢ (f) se anula en el segmento dado.

En este caso, las ecuaciones (4) determinan cierta funcion
y = | (z) continua, que liene también dervivada continua:

dy _ W (1)
dr  g'(t)
Seaa — @ (u), b — @ (p). Healicemos la sustitucion en la integral (2)
x = g{l), dzr=q¢ ()dl,

i
Y () A
£ = 1 | ] e ,td,f.
‘—S ‘/ =t [qn'[ﬂ Iv-ilfll

e

obtenemaos:

o, en definitiva:

"
5= &' Ve (O] + [W (] dt. (5)
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Observacion 2. Se puede demostrar que la férmula (5) conserva
su validez también para las curvas que son cortadas por rectas verti-
cales en mis de un punto {en particular, para las curvas cerradas)
a condicion de que ambas derivadas ¢ () y ' (¢} sean continuas en
todos los puntos de la curva.

Ejemplo 2. Calenlar la longitud de la hipocicloide (astroide):
r—acosdt, y—oasend,

Soluecién. Puesto que la curva es simétrica respecto a los dos ejes de
coordenadas, calculemos, al principio, la longitud del segmento di esta
curva dispuesta en el primer cuadrante. Hallamos:

dx . dy
—— = — 3 cos® | 80 —— =34 sen? | cos 1,
i taent, 3t i sen?tcos ¢
" p i n
El parimetro ¢ variard desde 0 hasta 5 -
Por tanto,
1 m2 ni2
F i S VY 9atcost tsen? {4 Basent f cos? | di= da S | eos®Esenti di —
i 0

mi2

= Ju s senfrosidi=3n
£
1]

saon? |l

L
o

nf ﬂ.u
= i

=5 & == Ba,
[1] F

Observacion 3. Si tenemos una curva en el espacio, dada por
ecuaciones paramétricas

=90, ¥=yp1), =712, (6)

donde, @ <" { <" P} (véaze § 1, cap. IX), la longitud de su arco se
determina (igual que para un arco plano) como el limite al ¢cual tiende
la longitud de la linea quebrada inscrita, cuando la longitud de su
eslabén més grande tienda a cero. Si las funciones ¢ (£), ¥ (8, % ()
son continuas y Liepen derivadas continuasg en el segmento [a, B,
entonces la curva tiene una longitud determinada (es decir, existe
el limite indicado arriba para esta curva) que se caleula segin la
férmula:

i)
s=§ V¢ (OF + [WOF + [« (OF dt. (7)

Admitamos el altimo resultado sin demostracidn.

Ejemplo 3. Caleular la longitud del arco de hélice = a cos ¢, y = a sen ¢,
¢ = amt, al variar ¢ desde 0 hasta 2=x,
Splucién. De las ecuaciones dadas, hallamos:

dr= —asent dl, dy=acostdi, dz=am di.
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Observacidn 2. Se puede demostrar que la formula (5) conserva
su validez también para las curvas que son cortadas por rectas verti-
cales en mis de un punto (en particular, para las curvas cerradas)
a condicion de que ambas derivadas ¢ (#) v ' ({) sean continuas en
todos los puntos de la curva.

Ejemplo 2. Caleulor la longitud de la hipocicloide (astenide):

r—apos?l, p=asendl.

Solucién. Pueste que la curva ¢s simétrica respecto a los dos ejes de
coordenadas, calculemos, al principio, la longitud del segmento de esta
curva dispuesta en el primer cusdreante. Hullames:

dr . i
e e i QOET [ 20N L, =5 S sen®foos i,
it ik

P F o
El parimetro + variard desde 0 hasta .

—

Por tanto,
mad T3
-:—-a'ﬁ: S 1 0a? cos® rsen® 1+ DT sond (ot di = 3a S | eos®t sentt di -
1] ]
ni2
Ha i send cos | df=da E—EE :'m -P.'—::" i s==a,
. 2

Observacion 3. Si tenemos una curva en el espacio, dada por
ecufciones parameétricas

z=9, y=v(®, =71, (6)

donde, @ < { < }} (véase § 1, cap. IX), la longitud de su arco se
determina (igual que para un arco plano) como el limite al cual tiende
la longitud de la linea quebrada inscrita, cuando la longitud de su
eslabén mids grande tienda a cero. Si las funciones ¢ (£, ¥ (), % ()
son continuas y tienen derivadas continuag en el segmento |m, fl,
entonces la curva tiene una longitud determinada (es decir, existe

el limite indicado arriba para esta curva) que se caleula segin la
formula:

h
s= { VI WF + W OF + [ 0F a. (M)

Admitamos el Gltimo resultado sin demostracién.

Ejemplo 3. Calcular la longitud del areo de hélice 2 = acos t, y = asen t,
£ = amti, al variar ¢ desde O hasta 2n.
Solucién. De las ecuaciones dadas, hallamos:

dr= —asenl dl, dy=acostdl, de=am dt,
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Poniendo estas expresiones en la formula (7), obtencmos:

in 2n
o - S Va¥fsen®tfafcos?t L a'm? di—a s Vid midi=2na V1+mi
] 1]

2. La longitud de un srco de curva en coordenadas polares.

Sen
p=1(H (8)

la ecuacidn de una curva dada en coordenadas polares, donde p es
el radio polar y 0 es el dngulo polar

Fig. 236

Eseribamos las formulas para pasar de coordenadas polares
a carlesianas
= peog, gy = psend,

Al 2ustituir p por gu expresion (8), en funcién de 0 obtenemos las
ecudciones;
= f() cas O, gy = f(B) sen 0,

Estas ecnaciones se pueden considerar como las ecuaciones para-
métricas de la curva y aplicar la [6rmula (5) para el cialeulo de la
longitud del arco,

Hallemos, para esto, las derivadas de r e y respecto al parame-
tro (k

i-%:f{ﬂ]cnsl}—”n}sen f; %ﬁfl:f{ﬂ}s&nﬂ-i—ﬂﬂlcmﬁ.

Entonces,

- & )
(S—E) +(3~f:) = [f (O + [ (0] = p* + p".

Por consiguiente,

f
s= 1§ Vo®+ p*di.
e
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Poniendo estas expresiones en la [drmula (7), obtenemos:

an 4n
g S Vuﬂsnn!:+uiwﬂ?t+ah’ di=a s V14 midt=1na V14me
o 0

9. La longitud de un arco de curva en coordenadas polares.
Sea
p =1 (1) (8
la ecuacién de una curva dada en coordenadas polares, donde p es
el radio polar y 0 es el dngulo polar.

=1

P=aft+coss)

Fip. 235

Iiscribamos las formulas para pasar de coordenadas polares
a carlesianas
x = peosll, y= psenf.

Al sustituir p por su expresion (8), en funcion de 6 obtenemos las
ecudciones:
- f0)eostl, y —= f(0)sen b,

Estas ecnaciones se pugden considerar como las #cuaciones para-
métricas de la corva y aplicar la formula (5) para el cdleulo de la
longitud del arco,

Hallemos, para esto, las derivadas de r e y respecto al parame-
teo

dr . ) ) dy .
o f (0 cos 0 — [ (6) sen 6; T f(0)sen © 4 f(B)cos 0,
Entonces,

(&) + (%) =1 F +rr@F =0+

Por consiguiente,

a
s={ Vp®+ plde.
LT
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Ejemplo 4. Hallar la longitud de la cardioide
pe=a (1+4-cos0) (lig. 236).

Al \'Ill'im'_ul angulo 0 desde O hasta n, obtenemos la mitad de la longitud
buscada. Aqui p' = — asen . Par tanto,

T
=2 S Vet (1-FeosDE-Fas sent 0 d
]

1 #
B — e —
'-ilﬂb V23 2eodd g =da '\ coe -

s |

| =

g8 = B soen

Ejempla 5. Caleular la longitwd de la elipse
= ¢04 [ J Q ! A

- & 3

¥ =bsendg '

suponicndo que a > b.

~Solucion, Para ol edleule utibicemos o Foemouels (5), Caleulemos al prin-
¢ipio la cuarte pacte dol arco, es deeiv, la longitud del areo que corresponds

ul cambio del parimetro desde ¢ = 0 hasta ¢ = -'!:T :
nid
-:':t—.-= S Vﬂzﬁﬂn!l-i‘-ﬁ“ﬂ.ﬂ-ﬁi‘é-f it
It
nid b

= S Vot (1 —cost 1) breosty di— S Vat—(a® —b% cant ¢ dt
u

A¢z e aia
i — i = fd_.ﬁ-
= S ’_,"f 'I—T—t':n!i-lhit;u S V1 —&®cos® | dt,

L] [

VaE =i
donde, k= _E_j"_;'_ L <= 1. Por lo tanto;

n/z
§==4d S V11— Kk2cos® di.
]

Ahora nos queda solamente caleular la iltima integral. Pero como se sabe, esta
integral no se expresa mediaote las funciones elementales (véase § 16, cap. X)
y e puede calcularla dnicamente por medio de los métodos aproximados (por
ejemplo, segin la formula de Simpson).
En particular, si el semieje mayor de la elipse es igusl a 5, y el
semisje menn;.-g as igual a 4, entonces, k=3/5, v la loongitud de la elipse
I

#or. sa=4-5 S ]/rt-h ('—g]zmﬂ; dt.
1]
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Caleulando la 0ltima integral segun la férmula de Simpson (dividinndu

ol segmento [l], —3] en cuatro purlns) , oblenemos el valor aproximade

de la integral:
ne L 7
\ V15 wstedisre 208,

¥, por consiguiente, la longitud del arco de toda la elipse es aproximadamente
igual  a:
g == U500 unidades de longitnd.

§ 4. CALCULO DEL VOLUMEN PE UN CUERPO
EN FUNCION DE LAS AREAS DE SECCIONES PARALELAS

Dado un c¢uerpo T, supongamos que se conoce el area de Loda
seccion arbitraria de este cuerpo por un plano perpendicnlar al eje
Ox (fig. 237). Este drea depende de la posicidn del plano secante,
es decir, es funcion de =

¢ = ¢ ().

Supongamos que ¢ (x) ez una funcidn conlinua de z, y determinemos
el volumen del cuerpo dado,

Tracemos los planos 2 =2y =0, £ =), £ = La, ..., &=
= x, = b.

Estos planos dividen el cuerpo encapas. En cada intervalo parcial
Ty < 2= &, elijamos un punto arbitrario &, y para cada wvaler

Fig. 237"

dei =1, 2, ..., # construyamos un cuerpo cilindrico cuya genera-
triz sea paralela al eje Or, y la directriz represente el contorno de la
seccion del cuerpo T por el plano z = E,.

El volumen de tal cilindro elemontal, con el drea de 1a base igual
a Q(E) (<< E <<x), v la altura Az, es igual a @ (k) Ax,.
El volumen de todos los cilindros es;

va= D Q(E) Ax.

=i
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El limile de esta suma (si este limite existe), cuando max Az, —
— (), se llama volumen del cuerpo dado:

pes  dm POAEN ki

mMax Axy == 0 i=1

Puesto que ¢, representa, evidentemente, la suma integral para
una funeién continua Q (x) en el segmento a << z < b, entonces el

Fig. 238

limite indicado existe y se expresa por la integral definida:

p=\ Q () dx. (1)

4]

Ejemplo, Caleular ol volomen de un clipsoide de tres ejes (Tig. Z38)

x2 g 3
F 4

z
el AL )

ﬂ.‘ I!-' ¥ rli

Selucidn. La seccion del elipsoide cortado por un plano paralelo al plano
flyz que se encuentra a la distancia = de este Gltimo da una elipse

yt 142 2 ye z? e
whta=l-a 73 3+ : AL b
[ﬁ 1—3:1 [¢ 2

sus semiejes son:
] 3
by=1b ]/_1'_,.':'? g =2 l,-"' ==

Pero ol drea de tal olipse es igual a nbyey (véase el ejemplo 3 § 2).
Por eso,

Q (x) = nbe {'I-—%) g
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De donde el volumen del elipsoide vs igual a:

o
2 h |
. K . AT .J}
i 1.lr.(1 ”!;n’: nhc[.t oy
S

En particular, si a<=b=¢, ol eclipsoide so transforma en unn eslera, v en
esle caso, ohirnemos:

o z ,—T-ndbr.
ety :

b= -i e
3

§ 5. VOLUMEN DE UN CUERPO DE REVOLUCION

Estudiemog el cuerpo de revolucién engendrado por la rotacién
del trapecio curvilineo a ABL alvededor del eje r. El trapecio esta
limitado por la curvay [ (o). el eje Or vy las rectas ¢ a, & = b,

En este caso, loda seccion arbitraria del cuerpo, cortado por un
plano perpendicular al eje de abscisas, es un circulo cuyo drea es:

Q = ny® = x [ (2}

Aplicando la Formula general para el cileulo de los volimenes
(1), § 41, ebtenemos la formula para calenlar el volumen del cuerpo

de revoluecidn:
b L

ubng y“d.r.-nj[f{ﬂ

il i

T
dux.

Ejemplo. Hallur el volumen del cuerpo  engendrado por la revolucidn
ile uns calenaria
5 a

gy ef b e )

alrededor del eje @z, en el intervalo desde r=0 hasta =z =b (fig. 239).



492 Aplicaciones geomélricas y mecinicas de la integral definida

Solucion.
4 ] x i . ir ax Tx
] . L2 =
u—.:tLS(Eu-I-r ') rI;=-—-ﬂ—-S {#u-l—..*-le “)d.r:
4 4
il T}
. ix A ; ah 2h .
" & o i &.- g 1B na- T _'.T] mah
T e | e o G e s | e o ———
i) 5 3 ]n ) 7

§ 6. AREA DE UN CUERPO DE REVOLUCION

Sea upna superficie engendrada por la revolucidn de la curva
y = { (z) alrededor del eje Or; hallemos el area de esta superficie
en el intervalo e =2 z << b, Supongamos que la funcién f (z) es conti-
nua y tiene derivada continua en todos los puntes del segmento [a, bl

Fig., 240

lgual gue en el § 3, tracemos las cuerdas AM,, M M., ..
oy M, B, cuyas longitudes designamos por As, As, ..., As,

(fig. 240).
En su rotacién cada cuerda de longitud As, (i =1, 2, ... n)
deseribe un cono truncado, cuya superficie AP, es igual a
ﬂj ___En__l I£+ i As 8.

Pero,

sV Vi (B

Aplicando el teorema de Lagrange, obtenemos:

Ayi =) _”x'—'lﬁf':g,}, donde >, << § <z}
Az T — Ty—y
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por consiguiente,
Asi = V1 + f2(E) Az,

AP, = Euw’b‘”i A (E) Az,

]

La superficie descrita por la linea guebrada es igual a la suma

i

Pl ;_,.JIE !-’f-_-;'_ffi VI 72 (5 Az,

=]

o a la suma

Po=n X [0+ @)V + 2 E) Az, (1)

et |

que se extiende a todos los eslabones de la linea quebrada. El limite
de esta suma, cuando el eslabon mis grande de la linea quebrada
As, Viende a cero se llama drea de la superficie de revolucion.

La suma (1) no es una suma integral para la funeidn

2af(n) Vi 4 f {.:l-']-z. (2)

puesto que en ¢l sumando, correspondiente al segmento lr_,, xl,
figuran unos cuantos puntos de esle segmento: oy, o, B0 Sin

embargo, se puede demostrar que el limite de la suma (1) es igual
al de la suma interral para la funcion (2), es decir.

- lim s X [f (xieq) + ,f[x,]]-l-"iil:i -f'gfﬁ,} Ar; =

mix o fFifey

= lim a2 Y YE)VI+AE) Az

méx Ax; -= 0 i=1

ﬁ
B TRy —
P=2x1 i@ V1+F)dr (3)

Ejemplo. Determinar la superficie dol paraboloide, engendrada por la reve-
lucion ailrededor del eje Ox de un arco de la pardabola y* = Zpr, correspondiente
a la variacion de x desde r = 0 hasta =z = a:

_‘1.-"' ‘_1;2'_? 1.-" J-.l_-t,f E__F__.I/-:EI"JP
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Solucidn, Segin Ia formula (3) ebtenemos:

[ 7]
P % S Vi ]/*’ L PO, Svm:fz--.
£l
- a |t 2a Ve, I
Yoy 1.'-“ _4.“"_ . M‘]. ‘_r:‘. 1:;| f [(2a !_F].lf__P.u.gl_

§ 7. CALCULO DEL TRABAJO
CON AYUDA DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Supongamos que, bajo el efecto de una fuerza F, el punto material
M se desplaza a lo largo de la recta Os, v la direceidn de la fuerza
coincide con la del movimiento. Es preciso delerminar el trabajo
producido por la fuerza F, para desplazar el punto M de la posicion
s = a a la posicién § = b,

1) Si la fuerza F es constante, el trabajo o se expresara como
el producto de la fuerza # por el camino recorrido:

A = F(b—a).

2y Supongamos gue la fuerza F varia continnamente en funcion
de la posicion del punto material. es decir. representa una [uncion
F (5). continua en el segmento a < 5" h.

Dividamos el segmento la, bl en n partes arbitrarias de longitndes

|'j.$‘|| Jﬂﬁl'_- i % BW '15'"-.

Elijamos, ahora, en cada segmento parcial |5y, 5| un punto
arbitrario £,, v sustituyamos el trabajo de la fuerza £ (5) en el camino
Asi (i = 1. 2, ..., n) por el producto

F (%) As;.

Esto significa que dentro de los limites de cada segmento parcial
admitimos la fuerza F como constante es decir, F = F (E;). En tal
caso la expresion F (&) As, para As sulicientemente pequeno, dara
un valor aproximado del trabajo de la fuerza F en el camine As;,
y la suma

-'"ln — E F‘.E:] JMI

serd la expresion aproximada del trabajo de la fuerza F en todo
el segmento |a, bl

Es evidente que A, representa una suma integral formada para
la funcion F = F (5) en el segmento [a, &). El limite de esta suma,
para max (As) — 0, existe y expresa el trabajo de la fuerza F (s)
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en el camino desde el punto s = a hasta el s = I

b
A=\ F(s)ds (1)
a
Ejemplo 1. La compresion § de un muelle helicoidal es proporcional
# la fuerza aplicada F. Calcular ¢l trabajo de la fuerza F al comprimir el muelle
Soem, sioes preciso aplicar una fuerza de 1 kg para comprimirlo | em (fig. 241),

d

g

By ESrade libr2

Longitud ded muell,

i
=

o

",

Fig. 241

Solucion. Segin la hipotesis, la fuerza F y el desplazamiento 8 estan liga-
doz por la dependencia F = kS, donde k es una constante. Expresemos § en me-
trog, v F en kilogramos. 5i § = 0,01 cntonces F = 1, o5 decir, 1 = k-0,01,
de donde: k=100, F—= 1004,

En virtud de la fdrmula (1) tenemos:

0,00
L}

52 |6,
i g 1008 &8 =100 == | " = 0,125 kam.
i}

Ejemplo 2. La fuerza £, de repulsion entroe dos cargas eliéctricas ¢ y e del
mismo signo, dispuestas a vna distancia r, se expresa mediante la formula
TGN Ty
I'=k 3
donde % es una constanie.
Determinar el trabajo de la fuerza F para desplazar la carga eg desde ol
unto 4y, l:illl? se encuentra # la distancia ry de la carga ¢, al punto 4z que se
d

alla a la distancia ra de ¢;. Supongamos que la carga ¢y se encuentra en el punto
As, tomado por origen,

Solucién, Segin la formula {1} tenemos;

r.'r k?jf-l. [l—-—!’.—} .
ry TAFp Ta

Ty
2yr 1
o S [
r r

Fi

Para rq=oo, ohtenemos:

B

Para e;=1, tenemos A=k%, La Gltima magnitud se llama potencial del
campo creado por la carga ¢,.
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§ 8. COORDENADAS DEL CENTRO DE GRAVEDAD
Sea dado en el plano Oxy un sistema de los puntos materiales

P’ E‘z-:[l yl}; PE {:21 yﬂ:h TR "un {‘II'I.'I _'Efn}l

CUyas masas son my, Ma, ..., m,, Tespectivamente.
Los productos z;m; ¢ ym; se llaman momentos estaticos de la masa
my respecto a los ejes Oy v Ox, .
Designemos por x. ¢ y. las coordenadas del centro de gravedad del
sistema dado. Como es sabido por el curso de mecinica, las coorde-
nadas del centro de gravedad del dicho sistema de puntos male-
riales se determinan por las férmulas:

'\‘1
oy Tama 4 o xS (1)
r_ e T T »
my+ms+ ... 4+ m, sjm.e
=i
Fi
1
1 m
oy woma+ . A yam, .}f‘. s )
EJ.-I- —— -

my+ms4 ... 4+ m, ‘:‘m
I.-'Tll. 0
Utilicemos estaz [6rmulas, para buscar los centros de gravedad de
diversos enerpos y figuras.
{. Centro de gravedad de una curva plana. Supougamos que la
ecuiacion y — f(z), @ < x < b define una curva material A8,
Sea § la densidad *) lineal de esta curva material. Dividamaos
la curva en n partes de longitudes Asy,. Asy, .. ., As,. Las masas
de estas partes seran iguales a los producios de sus longitudes por la
densidad (constante): Am, — v As,. Tomemos un punto arbitrario
de abscisa £, en cada parte de la curva As,. Representando cada parte
de lo curva As; como un punto material P, 15, f (E)] de masa v As;,
y, sustituyendo en las [Grmulas (1) y (2) x, e y; respectivamente por
los valores &, ¥ f (&) asi como m, por el valor y As, (la masa de
la parte As)). obtenemos las f6rmulas aproximadas para determinar
el centro de gravedad de la curva:

a2 EIVAS g 21 &) ¥A8

e Ry e
2 yAs; X 143

*} Por densidad lineal se entiende la masa de la unidad de longitud de

la eurva dada. Buponemos que la densidad lineal es igual en todos loz puntos
de la curva,

L)
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Si la funcién y = f (z) es continua igual que su derivada, las
sumas del numerador y del denominador de cada fraccidn, para
max Ag, — 0, tienen sus limites iguales a los limites de las sumas.
integrales correspondientes, De este modo, las coordenadas del centro
de gravedad de la curva se expresan por las integrales definidas:

b b

\ads j'.t'l"‘l--.—_.f"‘{r]r:n'..:

g =—x% = ﬂl, i (f}
\ ds § VA f* () dx

b L [

Vfds S Hn V4% (z) de
e = - T == B . {2‘)
) ds | V14 f*(z) dx

a

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la semicir-
ennferencia 2® - y?* = 4, dispuesta por arriba del ejo Os,
Solucién. Hallemos la absciza dol centro de gravedad:

et —

e : 2
y—Vor—a, W _ = .-i:e--Vfl-! (ﬂ) .
e T at—a? fx

ik
S s
i P e
B 4 Vin2—a=

| = P T |
idge ————dr, i -0 a =5 l L 0 =
1 0 —xd . , ro|a na
i r @ NICSP — | = o
ir T i
d 1/ af—ax=
-1
THaleEminimees, .'1T||.|r]|‘ la l'l-!'i}nﬂill!il |I{‘l centro ile [:I"H‘f[‘llﬂlt:
] L}
L i a #
g |/ ad—x* o 0 g da
- s .
=il I' - =] Jat 2a
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2. Centro de gravedad de una [igura plana. Supongamos gue la
fiours dada, limitada por las curvas y = f, (2), ¥ = f2 (2), T = a,
x = b, represente una figura plana material. Consideremos que la
densidad superficial (es decir, la masa de una unidad de area de la
superficie) es constante e igual a & en tnda la figura.

Dividamos la figura dada, mediante las lineas rectas z = a,
T =Ty .. &= x, = b en bandas paralelas cuyas anchuras son
Ih.'i‘.'j. L"iﬂ‘-'g. T | I'EiInp

W2 — 0
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La masa de cada banda serd igual al producto de su drea por la
densidad 8. Al cambiar cada banda por un rectingule (fig. 242)

de base Az, y altura f; (5) — /i (§), donde §1=%‘ﬂ., la
masa de esta banda serd, aproximadamente ignal a
Amy =81 (B0 —HGENAn, (i=1,2 ..., n).
El centro de gravedad de esta banda se encuentra, aproximada-
mente, en el centro del rectangulo correspondiente;

(Ehe= 81 (e =125 J; fi&d)

Sustituyendo, ahora, cada banda por un punto material v locali-
zando la masa de cada banda en su centro de gravedad encontremos

e —
¥ e \\B

W "r-‘u Y=Tafad
ols & / ¢ £
o B b =felx}
Ll
4 d.‘:‘;

{

a .H‘:ﬂ' §j -‘.} ;_'.| .'I'_i X J= i
Fig. 242

el valor aproximado de las coordenadas del centro de gravedad
de toda la figura (en virtud de las formulas (1) y (2)):

~ 2 ES1f2(E) — 11 (5] Az
E E[.fa (E) — fi fﬁﬂ'} ﬂf‘--lh

1 2 [z (50 + 1, (ED]O[f2(E:) — fy (E1)] Az,
2 b [_.*'3 () — 1y fﬁx}] Az

He =
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Pasando al limite para Az, — 0, oblenemos las coordenadas
exactas del centro de gravedad de la figura dada:

S b
Sxmm—nmwr %SmemMMMﬂ—Mmh

He == fmf.l- =% y‘-'z B It .
S [f2(x) — [y (x)] dx S [fs(2) — fs (2)) dz

Estas férmulas se verifican para toda figura plana homogénea
(es decir, aquélla que tiene densidad constante en iodos los puntos).

Fig. 243
Como vemos, las coordenadas del centro de graveaad no dependen
de la densidad § de la figura (6 se ha eliminado en <l proceso de cél-
culo).

Ejemplo 2. Determinar las coordenadas dol centro de pravedad de un seg-
mento de paribola §® = ez, cortada por la recta r = o (fig 243).

Solucion. En el easo dado: fp(2)= Vaz, f(x)= ~Vax; entonces:
“a
2 S x 'I,/Ed.n: 2 == 4
el B e TR0
% ol T

I:""_' p — T J = = Ili =?

= 2 LI F % i
'.:Kvuzd; Vageal 3¢

Y= 0 [pueste gue el segmento es siméirico respecto al ejo Ox).
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§ 9. CALCULO DEL MOMENTO DE INERCIA DE UNA LINEA,
DE UN CIRCULO Y DE UN CILINDRO
MEDIANTE LA INTEGRAIL DEFINIDA

Sea dado en el plano X0Y un sistema de puntos materiales
IF'II {Il'r .I.l"l:l1 PE i-rh H:L o oaa ‘Pn {Im ynj

CUYHAS Masas son My, Ms, . .., m,. Como es sabido por el curso de la
mecinica, el momento de inercia del sistema de puntos materiales
respecto al punto O se determing del modo siguiente:

Iy= é:l (2 + 7)) my ' (1)
O
Iy= E f'%mn (1)
=1
donde:
r= VI + g2

Igual que en § 8 la curva A8 estd dada por la ecuacion y = [ (1)
arl

Supongamos que esta curva AB es npa linea material y que su
densidad lineal es igual a y. Dividamos otra ver mas la linea en
n partes de longitudes As;, As., ..., As, donde Asi VAL At
Las masas de estas partes son iguales a los productos de sus longitu-
des por la depsidad:

Amy = 7 (A5, Ass, ... As).

Tomemos wn punto arbitrario de abscisa £, en cada parte de la
curva, La ordenada de este punto serd v, = f ().

El momento de inercia de la curva respecto al punto O, en virtud
de la formula (1), aproximadamente serd

"
fy= E (B i) YAs. (2)
=1
Si la funcion y = f () v su derivada /* (x) son continuas, enton-
ces, para As; — 0, la suma (2) tiene limite. Este dltimo, que se
expresa mediante la integral definida, determina el momento de
inercia de la lipea material:

lo=y {2+ 1 @ VI T @ de. @
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Momento de inercia de una barra homogénea de longitud 7 respecto
a su extremo. Hagamos coincidir la barra con <l segmento del eje
0z (0 <x< ) (fig. 243,

En este caso

53; —— .M]-
Amy = yAx, Tf=ﬁ
La formula (3) toma la forma:

i | !!
JI'";:?S.!‘:I'EIZ?—H‘. {‘i}

0

-'1- Il
Dada la masa M de la barra, entonces = :Tr, y la férmula

(4) toma la forma:

T
— | 5
II;II 3 er . { }

Momento de inercia de un anillo de radio s respecto al centro.
Puesto que los puntos del anillo se encuentran a la distancia r del

8 Ay 4
e gt + i
X
Fieg. 288

centro @, ¥ la masa del anillo s = 2rry, el momento de inercia del
anillo seri:

1oy =mr = y2ar-r* = y2ar", (6)

Momento de inercia del circulo homogeéneo de radio I respecto
al centro. Sea & la masa de una unidad del area del cirenlo, Divida-
mos el cirenlo en n anillos (fig. 2437).

Examinemns uno de los anillos. Sea r; su radio inlerior y r; -
4 Ar; el radio exterior. La masa Am; de este anillo, caleulada con
exnctitud hasta infinitesimales de orden superior respecto a Ar, seri:

Amy = 6-2arAr,.

Fn virtud de la f6rmula (6) ¢l momento de inercia de su masa
respecto al centro serd, aproximadamente. igual a

(AJo)i = 82ar Aryerf = 82ar] Ar,.
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El momento de inercia de todo el ciremlo, como el sistema de
anillos, se expresari mediante la formula:

T
Joz 3 82nrl-Ary. (N

Ty

Pasando al limite, para mix Ar; — O, obtendremos el momento

dl".-_'
/;’

I
£,

Fig. 243"

de inercia del drea del circulo respecto a su cenbro:

I
Jn=ﬁ2ﬂ§r“dr=nﬁ%i. (8)
1]
Dada la masa M del eirenlo, la densidad superficial § es
G
nit®

Introduciendo este valor en (8), obtenemos en definitiva:

fo—M *'} (9)

Es evidente que si tenemos un ¢ilindro recto de radio B y masa
M, entonces su momento de inercia respecto al eje se expresara por
la f6rmula (9).



